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sl. 


Die kartesischen (recbtwinkligen) Koordinaten eines Punktes P des vierdimensio- 
nalen euklidischen Raumes ®R!) bezeichnen wir mit &,, Yj, X, Y; und setzen 


ut Wa, Zu = I — U (x = 1,2). 
Für einen Punkt P(z,, Yı, £ Y3) schreiben wir auch P(z,, 23, 2),22). Ebenso ersetzen 
wir die reellen Komponenten £,, 71, &g, 73 eines Vektors durch die komplexen {,, Ca, &1, Cs, 
wu=H + im = & — in (x = 1,2) ist, und verstehen jetzt unter Einheitsvektor 
(£1s £o, 1 £5) einen solchen für den 
aul=l I&l-1 

ist. Der Winkel 9 zwischen den beiden Einheitsvektoren &,, &s, &, & und ßj, Pa, Pr, Pa 
ist durch 


N | B . 
cosd = 5 (x, ß, + &% ßı + %o ße + Xg ß2) 


gegeben. Für eine reelle oder komplexe Funktion 9 der vier reellen Veränderlichen 
21 Y1, %a, Ya, schreiben wir @(2,, 22, 27, 25) oder kürzer 9(z,2). Durch 


2 
op ep Y z 
Bun I (etz ne dyı) = PH (A.dz, -- B,dz,) 


definieren wir die Ableitungen 
Me Bug 


02, Fu 
und erhalten somit ?) 
op _ 1 (2? 4} 09 zz (+ ze. 
0 2 \0x, oy.)’ 0% 2\ Oy, 
!) Wir werden im folgenden 
mit fett gedruckten großen deutschen Buchstaben die vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten 
ne “ kleinen ” " „„ dreidimensionalen er 
„ gewöhnlich m großen er ” „ zweidimensionalen ” 
„ ” sc kleinen u Mr „ eindimensionalen ” 


bezeichnen. 

Betreffend der im folgenden benutzten Bezeichnungen sei hervorgehoben, daß ®[f(z, 2.) = y] den Schnitt 
des Körpers ® mit der Fläche f(z,, 2.) = y bedeutet. 

2) Wegen dieser Schreibweise vgl. Wirtinger „Zur formalen Theorie der Funktionen. ..“, Math. Ann. 97 
(1927), S. 357, und H. Kneser „Die Singulären Kanten...“, Math. Ann. 106 (1932), S. 656 —660. 
Journal für Mathematik, Bd. 169, Heft 1, l 
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Die Funktion 9 heißt eine analytische Funktion der beiden komplexen Veränderlichen 
2, 29, in einem zusammenhängenden Bereich .®, wenn sie dort stetig differenzierbar 
ist, und außerdem 


(1.2) 2-0 (x=1,2) 


gilt (Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen). Wir schreiben dann 

P(21, 22, 21 22) = Plz 23). 
Ebenso heißt eine stetig differenzierbare Funktion in einem zusammenhängenden Be- 
reiche ® analytisch in z,,2, wenn 


AR (x = 1,2) 


gilt, und entsprechend wird dann 
9(21, 23; 21 23) en 9(21, 23) 


geschrieben. Ist #(z,,2,) eine analytische Funktion von z,,2,, sO ist g(z,,2,) eine 
analytische Funktion von 2,,2,, und wir schreiben allgemein 





9(21, 22) = 9 (21 22). 
Es sei nun ® ein offener, schlichter, zusammenhängender Bereich des %, von dem wir 
annehmen, daß er sich durch eine analytische Abbildung auf einen beschränkten Bereich 
abbilden läßt. Mit Fa bezeichnen wir die Gesamtheit aller in ® regulär analytischen 
Funktionen (fz,, 2), für die das Integral 
(1.3) (h, Me = Sie 2,) |? dv 


endlich ist, wo do = dx, dy, dx, dy, das vierdimensionale Volumenelement bedeutet. 
Wird als Entfernung zweier Funktionen f/ und g aus Fa der Ausdruck 


(1.4) Ehe)=Vl 57 De 
definiert, so bildet Fg einen linearen metrischen Raum. Als inneres Produkt (/,g) zweier 
Funktionen f und g aus Fa definieren wir 





(1.5) (F,8)a = S Men 22) 8(21, 22) do). 
3 
Die Funktionen f,g sind zueinander orthogonal, wenn 
(1. 6) (i, g)s = 0 


ist. Für jeden Bereich ® gibt es vollständige Orthogonalsysteme ?). Bedeutet 


9,(2, Ze), Pa(21: Ze), Ys(2,, 2), 0 
ein vollständiges, normiertes Orthogonalsystem, so daß 


(9, ?.)e az Ö,, 


!) Für diese Definition vgl. auch (1.3). 


?) Die Vollständigkeit eines Systemes 9, besagt, daß für jedes /aus Fy die Relation (/, /Ia = z (ea ° 


- gilt. Vgl. dazu „Zwei Sätze über Funktionen von zwei komplexen Veränderlichen“, Math. Annalen 100 (1228), S. 38, 
sowie auch Bochner „Über orthogonale Systeme analytischer Funktionen“, Math. Zeitschr. 14 (1922), S. 10—307. 
Neuerdings hat Herr Hammerstein unter Heranziehung der Theorie der Orthogonalfunktionen im Komplexen gezeigt, 
daß bei einer sehr allgemeinen Klasse von einfachzusammenhängenden Bereichen bereits das System von Orthogonal- 
polynomen vollständig ist, Für diese Bereiche ist die effektive Berechnung der Kernfunktion möglich. (Die Unter- 
suchung erscheint in den Sitz,-Ber, d. preuß, Akad. d. Wiss, math.-phys. Kl, 1938.) 
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ist, so läßt sich jede Funktion aus Fg in eine Reihe 


(1.7) (21, 2) = 2 C» P,(21, 22) 
entwickeln, wo c, = (f, 9,), ist und die Reihe im Innern von ® gleichmäßig konvergiert }). 
Dies letztere folgt daraus, daß die Reihe 

(1. 8) Kg(2,, 295 21, 25) u |9(21, 2)* 


für jeden inneren Punkt 2,, 2, von ® gegen einen endlichen Wert konvergiert. 
Kg(21, 235 21, 22), die Kernfunktion des Bereiches ®, ist von der Wahl des speziellen 


Orthogonalsystemes unabhängig. Allgemein führen wir die Funktion Kg(2,, 25; fy, t;) 


vermöge 
(1. 9) Ka(z; t) a Ka(2,, 23; bis l,) ur; = 9,(21, 23) Prltı, 1) 


ein, WO 27, 2, bzw. t,, t, dem Bereiche ® entnommen sind. Es ist dann 


rn Ka(2,, 22; 2%, 22) 
1. 10 Me(2,, 22; 20, 20) = 2 I 2" 
( ) a 17 #2, *p 2) Ka(2?, 20; 20, 20 





die Minimalfunktion des Bereiches ® in bezug auf den Punkt z1, 23, nämlich 
diejenige Funktion aus Fg, die im Punkte 4, 23 den Wert 1 annimmt und (f, /), zum 
Minimum macht ?). 

Dieses Minimum ist dann durch 


1 
1.11 M., Ma)a = ; 2 
( .. oo Ka(z}, 235 21, 2, 
gegeben, was zu einer neuen Definition für die Kernfunktion führt: Die Kernfunktion 
kann auch als die obere Schranke |h(z%, 29)|* definiert werden, wenn h(2,, 2,) alle Funktionen 


durchläuft, für die 





(N). <1 
ist. Hieraus folgt leicht die für das folgende grundlegende Beziehung 
(1.12) Ka(2;2) 2 Kae(z; 2), 
wenn 
B<d* 
ist. 


1) „Über unendliche Hermitesche Formen, die zu einem Bereich gehören, ....“, Math. Zeitschr. 29 (1929), 
S. 640. 
2) Die Kernfunktion und die Minimalfunktion wurden in der Theorie der Funktionen einer komplexen Ver- 
änderlichen in der Arbeit „Über die Entwicklung der harmonischen Funktionen der Ebene und des Raumes nach 
Orthogonalfunktionen‘“, Math. Annalen 86 (1922), S. 237—271, eingeführt und näher studiert. Sie hängen in einer 
einfachen Weise mit der Kreisabbildungsfunktion des Bereiches ® zusammen: Ist ® einfach zusammenhängend 
und ista ein innerer Punkt von B, so ist die im Punkte a normierte Kreisabbildungsfunktion w(z) 5% ) 1 | 
z=Ad 


z 
von B:w(z) = f M,„(2; a) de, während Ky(a;a) = ist, wobei P,y(a) den Abbildungsradius von ® in bezug 


a 
auf a bedeutet. 
Bei mehrfach zusammenhängenden Bereichen gelangt man zu verschiedenen Kern- und Minimalfunktionen, je 


nachdem man als Klasse F’y die Gesamtheit der eindeutigen analytischen Funktionen f(z) wählt, oder aber die Klasse 


aP},(a) 


z 
durch die weitere Forderung einschränkt, daß auch die Integrale f f(z) dz der zur Klasse gehörigen Funktionen ein- 
a 


deutig sind. Vgl. dazu die Arbeit von Zarankiewicz „Über eine numerische Methode zur konformen Abbildung 


zweifach zusammenhängender Bereiche‘, die demnächst in d. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. erscheint. 
|* 
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Aus der letzten Definition folgt noch eine weitere Eigenschaft der Kernfunktion. 
Betrachtet man etwa den Schnitt B(z, = y)!), so nimmt die Kernfunktion ihr Maximum 


am Rande von ®(2, = y) an. Es gibt nämlich für jeden inneren Punkt z? von B(z, = y) 
eine Funktion f(z,, y) so daß 


(1.13) MY > Ki 1:27) — € e> 0) 


gilt. Diese Funktion f(z,, y) ist eine Funktion einer komplexen Veränderlichen z;: 
ihr absoluter Betrag nimmt also am Rande einen Wert 


KEY? 2 ty)? > Kol, y; 24,7) 
an, woraus die Behauptung folgt. 
Eine analytische Transformation des Bereiches wird durch 


(1. 14) 2 = g,(2, 3,) (*«=1,2) 


vermittelt, wo die g, regulär analytisch in ® sind und durch Transformation (1. 14) der 
Bereich ® eineindeutig auf einen schlichten Bereich ®* abgebildet wird. Die Abbildung 


(1.14) gestattet die Umkehrung 
2, = h„(2f, 22) (x = 1,2) 
wo die A, ın ®8* regulär analytische Funktionen sind. Die Funktionaldeterminanten 
ö(z*, z*) a ©(21, 22) 
D(2,, 3) = —— , E(zi, = 4 
(en 22) 0(21, 22) 2 (21, 2 
sind in ® bzw. 8* von O0 und oo verschieden, denn es gilt: D(z,, 25) E(zf, 22) = 1. Geht 
vermöge der Transformation (1. 14) der Bereich Y<%8 in den Bereich A* <®* über, 
so gilt 
[do = f | EI, 2%)? do*, 
Mn ar 
wo do* = daft dyf dx} dy5 das Volumenelement von ®* bedeutet. Es ist somit 
(f, ga — (f(h,, h,) E, s(h,, h,) E)gs . 
Durch die Zuordnung 
zu, 22) > F*(zf, 22) = f(hy, he) E(zr, 2) 
geht die Funktionsklasse Fg in Fg» über, wobei das innere Produkt bei dieser Zuordnung 
ungeändert bleibt. Insbesondere geht das vollständige Orthogonalfunktionensystem 
9,(21, 23) in das für den Bereich ®* vollständige Orthogonalfunktionensystem 
p, (2, 23) . Y,(hı, h) E(z}, 23) 
und die Entwicklung (1.7) in 


[*(zi, 22) un RZ (2, 22) 
über. Hieraus folgt weiter für die Kernfunktion des Bereiches ®* 
(1.15) Koslat, 23; 20,2%) = 2 |e}lat, =&)]? 


= Kolhlzt, 28), Aalat,22); Aul,2d), Arlt,zF)) Elet, 2d))?. 


Die Kernfunktion ist somit eine (relative) Invariante gegenüber analytischen Abbül- 
dungen. 





Setzt man 


we. 02T 


1) B(z, = y) bedeutet den Durchschnitt des Körpers ® und der Ebene 2, = y. 
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so ist die Hermitesche Differentialform 


2 
(1,16) ds? = & Tzx zn 92x Gem 
positiv definit und gegenüber analytischen EN u 2 = (2 25) (k = 1,2) invariant. Unter Berück- 


sichtigung, daß nach (1.2) und (1.15) 
Alm Kgelet, 23; 3,2) inKgkhyh; hy)  inEt,z) inElr,3) lm Kukhz Az; hs he) 
Och een, Tr iii, 


[hg = hr(2i, 22)] ist, läßt sich dies durch eine formale Rechnung, die wir hier übergehen, leicht einsehen. In ds? hat man 
also ein Bogenelement, das zu einer gegenüber analytischen Transformationen invarianten Metrik führt. Daß die 

















1,2 12: h 
Determinante N = | 7” a in keinem inneren Punkte 2, = 2°, 2, = 29 von ® verschwindet, läßt sich auf 
45 
folgende Weise einsehen: Setzt man 
T ©: In Kala,, 2% Zu 2) _ R.\ =| 6° Ky __OkKg nd 
u Srdazeı 02, O2 Zr 02,02m 02 m) 
KyK K v 
a a 9 K OKy ö2K ’ dat ne 
so schreibt sich N = PFAD, K z Ka, : 2] K., 7 (x, ”- u’ Kzz. = gr” 2) Da nun Ky : P Prl2ır 22) Frl2ıs 22) 
KK, 2K,2 . zn. 
ist, folgt weit hd Igemeinten Schwarzsch Iation) v= 1 3” 5’ Vin.c ® 
ist, folgt weiter (nach der verallgemeinten Schwarzschen Relation) N = rn P. at unZp 22)”, WO 


sel uel r=1 
ee 


Ip) ur 02, 
Plz 2) EP le 23) 
Pen up “2 u\“ 
De 
op.(2,2.) ©9,(2.: 2,) 
P,(2y 2,) 9er e = Be 
02, 0% 


bedeutet. In dem letzten Ausdruck für N sind alle Summanden positiv. Wir müssen somit nur noch zeigen, dab 
es unter ihnen einen gibt, der nicht verschwindet. Es läßt sich aber stets ein Orthogonalfunktionensystem angeben, 
dessen drei ersten Funktionen 9,, 9, 9 in der RE der Stelle 20, 20 eine Entwicklung von der Gestalt haben: 


Yıl21, 25) 7 Xg = r - ala - 4 r KXal(2s 2.7 + I &Xy + 0 
P2(21: 22) Bla — a) + Balz — 2) Bi + 0 
Y3(21; 22) Yalz, — 28) - „+0. 


Es ist dann 
D,,(3 29) = BY, Ft. 
Mit Hilfe der invarianten Metrik kann man leicht (absolute) Invarianten bilden. In unserer unitären Geometrie 
tritt eine wichtige Invariante, nämlich 
Koleı 22:22 22) _ Ka (21 22; 24 22) 
3.5 B“ı Be nn 
(1. 17) Iy(2 23 ©p 25) . 'T.: T.: | Kay K K 
— 0.2 Kz, K,;, K 


ij 
22% 2 21 „221 222 





22 Nayza Nor 
auf, mit der wir uns im folgenden befassen werden. 
Es sei noch bemerkt, daß die Hermitesche Differentialform (1.16) nicht zu dem allgemeinsten Fall der 
unitären Geometrie führt. Es gelten nämlich (in der Bezeichnungsweise von Schouten *)) bei uns die folgenden 


Beziehungen: 
0° In I Zu ET 2) 


(2.20) Sp ah -& Bann r = Ruupn Ph „02, 7 Tanzp 


(Entsprechendes gilt für die konjugierten Größen.) ' 
An Stelle von (1. 16) kann man jede dazu konforme Differentialform (die durch Multiplikation von (1. 16) mit 
einer Invariante entsteht) benutzen. 


!) Die hierher gehörende Fußnote wurde wegen Platzmangel auf dieser Seite auf der nächstiolgenden 
Seite 6 untergebracht. 
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Die Kernfunktion Kg(z, 2) eines Bereiches ® ist eine im Innern von 8 beliebig oft 
differenzierbare Funktion; im folgenden wird das Verhalten dieser Funktion untersucht, 
wenn der Punkt z,, 2, sich einem Randpunkt Q nähert. Die Kernfunktion wird dann 
im allgemeinen unendlich. Im nächsten Paragraphen werden wir eine Präzisierung der 
Annäherung geben und die Ordnung des Unendlichwerdens definieren. 

B(z, 2) bedeute eine in ® nichtnegative Funktion. Unter der Klasse der im weiteren 
Sinne quadratintegrierbaren Funktionen, die zu der Belegungsfunktion B(z, 2) gehören, 
verstehen wir die Gesamtheit aller in ® regulär analytischen Funktionen f(z,, 2,), für 
die das Integral (1. 3) endlich ist; wobei jetzt do im Gegensatz zu der früheren Fest- 
setzung das mit der Belegungsfunktion B(z, 2) multiplizierte (vierdimensionale ev. nicht- 
euklidische) Volumenelement bedeutet. (Man kann z.B. B(z,2) = [Ka(z,2)]", n 
positiv, oder B(z, 2) = e 8%?) wählen.) 

Die in der vorliegenden Arbeit durchgeführten Betrachtungen lassen sich bei vielen 
Klassen von im weiteren Sinne quadratintegrierbaren Funktionen wiederholen. 


82. 
Vom Randpunkt Q des Bereiches ®, in dem wir das Verhalten der Kernfunktion 


von ® untersuchen, setzen wir voraus, daß in einer genügend kleinen Umgebung von Q 
die inneren Punkte von ® durch 


(2.1) D(21, 22, 21, 23) > 0 
gegeben sind, während die Berandung von ® dort durch die Hyperfläche 
(2. 2) P(z,, 29, 21; 25) = 0 


gebildet wird. Hierbei bedeutet © eine stetig differenzierbare Funktion in der Umgebung 
des Randpunktes Q, den wir als den Koordinatenanfangspunkt wählen. Sind nun in 
dem Punkte Q@ nicht sämtliche Ableitungen 


od od 
02,’ 02, (* u. 1, 2) 
gleich Null, so existiert im Punkte Q(0, 0) die Tangentialhyperebene 
(2. 3) 4,23 +4,54,3+% 3 +9,3=(, 
wo 
hi .i ” Bun Az 
ei (% „0 u. 02, 2, =0 m ii 5 2) 
z,=0 2,=0 
ist. = a’ Oy = FR (<=1,2) sind die Richtungskonstanten der Normalen 
| x 


im Punkte 0. 
Bestimmt man nun ein reelles r, so daß 
ra, = ei cos Ö, Ta, = en sin Ö, 
und führt die orthogonale Transformation 


(Noch auf Seite 5 gehörig:) *) Vgl. dazu Schouten „Über unitäre Geometrie“, Proc. Akad. Amsterdam 32 
(1929), S.457—-465, und Schouten und van Dantzig „Über unitäre Geometrie“, Math. Annalen 108 (1930), S.319— 346. 
Ist das Linienelement allgemein durch 3 g;;„d2,dz,, gegeben, so wird die zugehörige lineare Übertragung 

m,n 


dadurch charakterisiert, daß das kovariante Differential von g.;,, verschwindet, Es gilt dann 


Fu ne P} u ee ’ I [1 
r 


und für die Komponenten des Krümmungstensors R;,, = 259 u von zn 
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24) mt Nenn 
aus, so lautet die Tangentialhyperebene (2. 3) in den neuen Veränderlichen 

(2.5) 21+27=0. 
Wir wählen noch das Vorzeichen so, daß der inneren Normalen 

(2. 6) < >0 


entspricht. Die Koordinaten zf und 2 sollen für den Punkt Q normal heißen. 
Führen wir bei normalen Koordinaten statt z,, 21!) wieder die Veränderlichen x,, y, ein, 
so kann durch Auflösung nach x, die Gleichung der Berandungshyperfläche in der 


Umgebung des Punktes Q in der Form 
(2.7) 2x, = YlYı, 22 22) 
geschrieben werden, wo 


ne de 


ist. Die inneren Punkte in der Umgebung von Q sind dann durch die Ungleichung 
(2. 8) 27, > YlYyı, 22, 22) 


gegeben. 
Bei der Untersuchung des Verhaltens der Kernfunktion im Randpunkte ((0, 0) 


werden wir verschiedene Annäherungen an den Randpunkt Q@ unterscheiden: 
1. Annäherung A’. Hierunter verstehen wir die Konvergenz 
(2. 9) 2, >0, 2, >0, 
so daß der Punkt P(z,, 2) aus ® noch innerhalb eines Kegels 2, verbleibt, wo 2, die 


Gesamtheit aller Strahlen bedeutet, die durch den Randpunkt Q gehen und mit der inneren 
Normalen einen Winkel bilden, der kleiner als x ist. Benutzt man im Punkte Q@ normale 


Koordinaten, so ist der Kegel 2, durch die Ungleichungen 
a>%, 
/ 2 ı |, 12 
2 _Naltial_ 1 
x, x, COS & 


(2. 10) 





charakterisiert. 
2. Annäherung A’'(«). Es bedeuten z, und z, die normalen Koordinaten. Neben 


(2. 9) soll noch 
(2. 11) arcz, >a, al<5 


bestehen. 
3. Annäherung A’''(%). Sie ist eine Verschärfung von A'’(x); es wird statt 


(2. 11) 
(2. 12) arc 2, = const. = a, a|l< Z 


gesetzt. 
4. Annäherung A’’(a,,a,). P,(a,, 0) sei ein innerer Punkt von ®, und die 


Strecke OP, liege mit Ausnahme des Punktes Q im Inneren von ®. Unter A’ ”(a,, a,) 


‘) Wir lassen die Sterne weg. 
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verstehen wir die Annäherung längs QP,, d. h. die (geradlinige) Annäherung längs 
der Punkte P(ta,, ta,), wenn t—0 strebt. 


Im Falle der Annäherung A” bezeichnen wir als obere Ordnung 7 (Q:; 9) (oder 


kurz (0) bzw. 7") bzw. untere Ordnung 2(0;8) (bzw. 2 (0), 2) des Unendlich- 
werdens der Kernfunktion im Randpunkte (0,0) die untere bzw. obere Schranke 
derjenigen Zahlen r bzw. s, für die 


(2. 13) 0" Kylz,2)<M<w 
bzw. 


(2.14) 0 Ky(2,2)2m>0 


gilt, wenn 2,, 2; im Sinne der Annäherung A' gegen den Punkt E(0, 0) konvergiert und 
0, die Projektion von o = Y|z, |? + |z,|? auf die innere Normale bedeutet. 
Itr> A unds< A, so gilt offenbar s <r, und somit gilt allgemein 
Er 
Ist 4 = 7 = 4, so sprechen wir von der Ordnung 4’ schlechthin. 
Wir sagen von der Ordnung 4' sie sei von oben bzw. unten erreichbar, wenn 
(2. 15) 0" Ky(z,2)<M<w bzw. 0% Ky(z,2)2m>0 


gilt. Die Beziehungen (2.15) für die Erreichbarkeit der Ordnung lassen sich auch 
schreiben: 





Lg (0) = Im et Ku 2)= EI <o, 
Lg (0) = lim 02" Ky(a,2) = L>0. 


Wir nennen Z bzw. L den oberen bzw. unteren Limeswert im Punkte Q. Wir sprechen 
vom Limespunkt 4-ter Ordnung wenn L=Z=L ist, d. h. wenn 


(2. 16) L*(Q) = lim 0" Ky(z,2) =L 


existiert und von Null verschieden ist. Sind z,, 2, normale Koordinaten im Punkte 0, 
so ist 


(2. 17) 0,=2% = 5. 
Im Falle der Annäherung A’’(&) und A’’’(&) ersetzen wir in der Definition der Ordnung 
und der Limeswerte o, durch den Abstand o, von der analytischen Ebene, die in der 


Tangentialhyperebene liegt. Benutzt man also wieder normale Koordinaten, so ist 
(2. 18) a, = 12, |- 


-t 





Die Ordnungen 7”, ze ‚A pzw. A 2 ‚ AT und insbesondere die Limeswerte hängen 


jetzt von dem Winkel & ab, und insbesondere werden wir für die Limeswerte die Be- 
zeichnung 


I ’ I ö 
LP Q, a) = lim e" Kyl2,2), arez, a 
[bzw. die entsprechende Abkürzung im Falle des oberen und unteren Limeswertes oder 


im Falle der Annäherung A’'’(x)] benutzen. 
In den (2. 43) bzw. (2. 14) entsprechenden Relationen ist M bzw. m eine Funktion 


7 


2 


von a, die für jedes feste x, das absolut kleiner als — ist, endlich bzw. positiv ist. 
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Im Falle der Annäherung A''(a,, a,) tritt an Stelle von o, bzw. o, die Entfernung o 
des Punktes P(z,, 2), der auf der Geraden OP, [P, = Polar, Az)] liegt, von Q: 


u = Y|2,|®+ |2,|? = tYla,® + la2|?, 


und wir führen in entsprechenden Weise die Abkürzung 


ıv.‚IV vu ame  jd 
» (Q;a,4)= yon. {kl a,|? + ja, |?]” Kefta,, ta,; la,, la,)} 








ein. Bei der Definition der Ordnung sind Jetzt M bzw. m Funktionen von P,, die end- 
lich bzw. positiv sind für jedes P,, für welches die Strecke P,@ (mit Ausnahme von 
endlich vielen Punkten) im Innern von ® liegt. 


S 3. 
Der, Ersetzungskörper. Es sei 
(3. 1) 2* = (2, 2,) (x = 1, 2) 
eine analytische Abbildung des Bereiches ® mit den folgenden Eigenschaften: 
1.) Die Funktionen g,(2,,2,) (* = 1,2) sind in einer gewissen Umgebung WU des 
Randpunktes 0(0,0) noch auf der Berandung von ® durch ihre Grenzwerte definiert 
und in dem durch die Häufungspunkte ergänzten Durchschnitt von W und ® mit stetigen 


Ableitungen versehen. 
2.) Für die Funktionaldeterminante der Abbildung gilt 


(3. 2) lim Diz,, =.) = lim En 8) _ 4, 
2,0 2, > (2, 25) 
2,0 2,0 


Einen Bereich $*, der aus ® vermöge einer solchen Transformation hervorgeht, nennen 
wir einen Ersetzungskörper von ® für den Randpunkt (0,0). Im Bildpunkte 
Q* von Q zeigt der Körper ®* dasselbe Verhalten, wie wir es für den Randpunkt Q@ voraus- 
gesetzt haben. Wir nehmen im folgenden stets an, daß Q* mit Q zusammenfällt. 

Setzt man voraus, daß die Koordinaten z,, 2, für ® wie auch 27, 2% für 8* normal 
sind, so läßt sich die Transformation (3. 1) in der Umgebung von (0, 0) schreiben: 


(3.3) 21 = 12, + E1al2u 2), 23 = 02 + 924 + Baal 2), T>0, 


wo 





2.4) Ir, im Gun) _ _ 0, jim ul) _ 
” er Vi2]® + |2212 0/2 +2? 
ist. 7 bezeichnen wir als Maßfaktor der Transformation. 


Ist 8* Ersetzungskörper von B in bezug auf den Punkt Q, so gilt für B in bezug auf 


die Annäherung A' oder A’'(«): 
a.) Die obere und untere Ordnung in Q für ®* stimmen mit derjenigen für ® überein, 


so daß die Existenz einer bestimmten Ordnung in Q für ® und B* zugleich besteht. 
b.) Im Falle der Existenz einer bestimmten Ordnung ist diese zugleich für ® und ®* 


von oben bzw. von unten erreichbar. 
c.) Im Falle der Erreichbarkeit gelten für die entsprechenden Limeswerte Ls-(0) und 


L»+(0) die Relationen 

Ls«(0) = # Zu(0), Lur(Q) =’ Lui0), 
so daß Q für B und ®* zugleich Limespunkt von derselben Ordnung ist und dann für 
die Limeswerte gilt: 


(3. 5) L»+(0) = "Ls(0). 


Journal für Mathematik. Bd. 169, Heft 1, 
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Alle diese Behauptungen folgen unmittelbar aus der Transformationsgleichung für die 
Kernfunktion: | 4 


ä es Ke(2,, 25; 21, 25) 
1.15 Kas(zt, 2*: z# ze) — 17 223 #13 2 
( ) B ( 1, >2 1 2) | olg,, 82) : 











212) 3 
sowie den Limesgleichungen 


und (3. 2), wenn man außerdem den Nachweis erbringt, daß den Annäherungen A’, A’'(«) 
in ® vermöge der Transformation (3.3) wieder Annäherungen derselben Art in ®* ent- 
sprechen und umgekehrt. 

Für diesen Nachweis nehmen wir für die beiden Bereiche ® und ®* normale Koordi- 
naten an, und können dann die Transformationsgleichungen in der Form (3. 3) schreiben. 
Wir betrachten zunächst den Fall der Annäherung A’. Aus (3. 3) folgt 


(3. 6) 2277 = 2 12, + 812(21, 23) + 8ıa(2ı, 22), 
und daher, wegen (3.4) und 














(3.7) a _ .ä g12(213 22) + 8io(21, 22) Vl21 |? + 12,1? 
Man | V|z,|? - | z, |? 22, ’ 





wenn die Annäherung in einem Kegel 





3.8) Vartlz®y 
u 
erfolgt. Ebenso beweist man (3. 7) unter Benutzung der Umkehrungsformeln 


1 X 1 
(3. 9) 21 . ıT 27 + Rıs(27, 22), 23 _ T 27 + y 23 7 hao(2T, 23), 





wenn man statt (3.8) die Annäherung in einem Kegel i 





+12 #12 
(3. 10) Viz#|®+ |z$] <N 


xy 





in ®* vorausgesetzt. Andererseits ist 

21 Eu A |812(21, 22)| Vz? + |2e |? 
a a Varta 

| | n 2 1 2 4 | 822(21, 22)| VIz,? re |22 |? | 
| % | Zee nu w 221? 7 ; 
Via ? 7 al Yırr+ 12 u _|822(2ı, 2,)| & 


"Yz: n> 2, 21’ E2 











IA 


$) & 


























IA 


woraus 


#12 + |z$12 z,|2-+ |2,12 
(3.11) alter < Vial®+|2| const., 3 








und wegen 
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folgt somit unter Berücksichtigung von (3. 7), daß die Bedingung (3. 10) erfüllt ist, sobald 


(3. 8) besteht. 
In derselben Weise folgt bei Benutzung der Umkehrungsformel (3. 9), daß die 
Bedingung (3. 10) die Bedingung (3. 8) nach sich zieht, womit die behauptete Äquivalenz 


der beiden Zulässigkeitsbedingungen in den Punkten Q und Q* nachgewiesen ist. 
Die Invarianz der Annäherung A (x) folgt unmittelbar aus 
yi SW we 
(3. 12) n ar” - (=tga), 


sobald einer von den Grenzwerten existiert. 

Setzen wir die Existenz und die Stetigkeit der zweiten Ableitungen 
von (2.7) voraus, so läßt sich die Gleichung der Berandungsfläche in der Umgebung 
des Randpunktes 0(0, 0) im Falle der normalen Koordinaten schreiben: 


(3.13) 2x, = ay? + 2iy, (b2, — b2,) + c22 + c22 + o|z,! YılYır Zy 25); 


wo 
9, 4 , 
lim Yalyn 2 . 22) _ (0, a und o reell 
Ar yı E8 
ist. 


Wir verschärfen dementsprechend die Definition des Ersetzungskörpers, 
in dem wir verlangen, daß bei der Transformation (3.1) die Funktionen g, und 8, 
in der Umgebung von Qim abgeschlossenen ®B noch stetige zweite Ablei- 
tungen besitzen. Setzt man die Koordinaten im Körper ® und seinem Ersetzungs- 
körper ®* als normal voraus, so lassen Kap die Transformationsgleichungen (3.1) schreiben: 





„% - - -?> -a < 7 
3. 14 2, = 72, 7 6,25 C1925 | vr. 2,); 
u „ =a2, +92, 6 +, „22 + 2b,2,2, + 8,3(2,: 2,) 
"2 u Zu „ “1 Easliır 23); 
1 21, 2; 
>O jVj=—, mr Bıslän 2 a) == Q, lim Zen 2) =0. 
T „0 |21 |? + |2,|' 20 | 21 | |22| 
2,0 2,0 


Vermöge der Transformation (3. 1) geht der Körper ® in den Körper ®* und die Koeffi- 
zienten {a,b,c} in {a*,b*,c*} des Körpers ®* über. Hierbei kann (wie wir bald 
zeigen werden) durch geeignete Wahl der Koeffizienten der Transformation (3. 14) 
erreicht werden, daß a*, b*, c* verschwinden, dagegen kommt o eine invariante Bedeutung 


zu, und zwar transformiert es sich nach der Formel 





(3. 15) u 2 
bzw. im Falle allgemeiner Transformation 
To [en 82)! 
ze — Dar 
(3. 16) o ID, » |2° D, o(2,, 2), 2-0 


Ist im Punkte @ für den Körper 8 b=c=0(0, so heißt 8 kanonisch im Punkte 
0(0,0), und ein Ersetzungskörper ®8* von ® in ag auf Q, der in Q kanonisch ist, soll 
kanonischer Ersetzungskörper für den Punkt Q heißen. Für die Berandungs- 


hyperfläche solcher Körper gilt also die Entwicklung 
(3. 17) 27, = ayı+ ejz’+--- 
Einen solchen kanonischen Ersetzungskörper kann man z.B. durch Ausführung der 


Transformation 
(3. 18) r=2 —2b2,,—c2, 20 = &, 


I 
53 
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erhalten, deren Umkehrung sich 
(3. 19) 21 =38 + 2b2f 23 #023? + --, 2=z 
schreibt. Berücksichtigt man nämlich, daß 
2iyı(b2, — b3,) = (21 — 21) (b2, — b2,) = 2b2,2, + 252,2, — (21 + 2) (b2, + b2,) 
ist, so folgt für den transformierten Körper 
a+s)A+ba+b2)=ayttolzat+:-: 


(die Sterne sind weggelassen worden), somit die Entwicklung (3. 17). Nach (3. 15) ist 
das Vorzeichen von o wegen 7 > Oinvariant gegenüber den betrachteten Transformationen. 


. ®@ 
| 02, 02, 
eo 2b 0 


Es ist dem Vorzeichen des Levischen Ausdruckes L(®) = — — — —— 
02, 02102, 02502] 
BD ob 
02, 02,02, 02202, 
entgegengesetzt gleich. Schreibt man nämlich die Gleichung der Berandungsfläche 
(vgl. (2. 7)) 
2ı — 2ı 


P=2, +2 — aan, 29: ) = 0, sogilt a = — [L(®)].-o, 
2,=0 


und das Vorzeichen von o ist invariant gegenüber analytischen Transformationen. Seine 
Bedeutung erhellt aus folgendem: Betrachtet man irgendeinen kanonischen Ersetzungs- 
körper für ® (oder nur einen solchen bei dem a = 0 ist), so gilt über die Ebene z, = 0 
folgendes: 








1. Für o > 0 gilt in einer gewissen Umgebung von 2, = 0 der Ebene z, = 0: 
24, — Y(Yı, 22, 22) 2 Wr o|2]? — ZIr ı p 
d. h. daß die analytische Ebene z, = 0 ganz außerhalb des kanonischen Ersetzungskörpers 
in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes liegt. 


Den Fall o > 0, der gewissermaßen den regulären Fall darstellt, werden wir im $5 
behandeln und in sehr allgemeinen Fällen o aus der Kernfunktion bestimmen. 


2.0 <0. Es gilt dann: 
22, — Yy(Yyn 2» 2) = 22, —ay -— 02? —- .-->0, 
und somit liegt eine gewisse Umgehung des Punktes 2, = 0 der analytischen Ebene z, = 0 
ım Innern des kanonischen Ersetzungskörpers. 
Hier läßt sich aber leicht zeigen, daß die Kernfunktion bei der Annäherung A’ 


und A’’(«) an den Randpunkt Q@ beschränkt bleibt. Wir können voraussetzen, daß in der 
Entwicklung (3.17) as 0 ist, da wir sonst vermöge der Transformation 








7“ OR a ' a 
(3. 20) 2 = n 3 112,’ 22 = 2e 


zu einem Ersetzungskörper übergehen können, für den dies gilt, und da die Annäherungen 

A’ und A’’(&) hierbei sich invariant verhalten. Wenn a < 0 ist, gilt aber für den Bereich 
(3. 21) al20, Ialsöd, I21S% 

bei genügend kleinen ö,, 6 


22% — 03° — ln 242) 0. 
Die Punkte 


1 =, |22| = 6, 
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liegen nach dem Vorhergesagten ganz innerhalb von ®, haben also einen positiven Ab- 
stand » von der Berandung von ®. Betrachtet man also die Punkte 
also, ale 


[wo = min(-, 6.) ist) ‚ so haben diese Punkte eine Entfernung vom Rande von %, 


die größer als 7 ist. Für die Kernfunktion gilt dann in den Punkten, deren Koordinaten 
die Ungleichungen (3. 21) befriedigen, die Abschätzung 
32 
(3. 22) Ka(zı, 225 21, 22) S Bew 


(vgl. dazu die in der Fußnote!) S. 3 zitierte Arbeit, S. 651, Formel (14)). Andererseits aber 
gilt nach der Maximumeigenschaft der Kernfunktion (vgl. S.4) die Ungleichung (3. 22) 
auch für die Punkte |2,| < ö, (die auch zu ® gehören). Es gilt somit in dem ganzen Bereich 
(3. 23) >00, |alsi, |2|S% 
die Ungleichung (3. 22), womit die Behauptung bewiesen ist. 
3. Im Falle o = 0 kann über die Lage der analytischen Ebene z, = 0 keine solche 


positive Aussage gemacht werden, wir werden für o = 0 zwei Spezialfälle behandeln 
($$ 6 und 8). 


Innerer und äußerer Vergleichskörper. Ein Bereich 8 bzw. 8 soll innerer 
bzw. äußerer Vergleichskörper des Bereiches ® für den Randpunkt Q heißen, 
wenn es einen Ersetzungskörper ®8* von ® so gibt, daß 


(3. 24) B<B* bzw B>B* 


gilt und ® bzw. ® den Randpunkt Q* (Bild von Q) hat und in ihm dieselbe 
Tangentialhyperebene wie ®* besitzt. Ist nun ® innerer Vergleichskörper von ® 


und ist ®* der entsprechende Ersetzungskörper, so gilt zunächst für die Punkte aus ® 
[nach (1. 12)] 


(3. 25) 0,Ky(2; 2) 0"Ka.(23 2). 
Ist also A(Q; 3) die obere Ordnung für den inneren Vergleichskörper, so ist die Ordnung 
4Q;8*) <A(0;8) und, wegen A(0; 8) = 1(0; ®*), 


(3. 26) 0:8) 240; 8). 
Ebenso folgt für den äußeren Vergleichskörper 
(3. 27) 40; 9) < 2(0; 8). 


Ist es also möglich, den äußeren und den inneren Vergleichskörper für 
den Punkt Q@ von ® so zu wählen, daß 
4058) = 40; 8) 

gilt, so folgt aus A(0;B) < 4(0;8) < 70; 8) < HQ;8) die Existenz der 
Ordnung 

(3. 28) 4Q; 8) = 4(0;8) = 40; 8). 
Im Falle der Existenz einer bestimmten Ordnung A(@;®) des Unendlichwerdens der 
Kernfunktion in der Umgebung von Q gilt nach (3. 25), (3. 24) (vgl. dazu auch $. 9) über 
die Limeswerte Ly(0), L, (0): 

(3. 29) Ly(0) 2 Lg(0) = HH Zy(0) ) 


!) 87, ©} sind zwei Ersetzungskörper von ®, die nicht notwendigerweise identisch zu sein brauchen. 
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bzw. 





(3. 30) L5(0) < Ig(0) = 3Ly(0). 
Ist es möglich, den inneren und äußeren Vergleichskörper für den 
Punkt O derart zu konstruieren, daß die Maßfaktorender beiden Trans- 





formationen übereinstimmen, m.a.W. daß we 

(3. 31) yeu=t 
ist. und daß 

(3. 32) L£(0) = L£(0) ” 
wird, so folgt aus (3.29) und (3.30) daß : 

(3. 33) 7 Ly(0) = I#(0) = Ly(0) Bun 
existiert, d.h. daß der Punkt Qein Limespunkt A-ter Ordnung ist. F 

Im Falle der Annäherung A''(&) bzw. A’'’(x) können wir auf dieselbe Weise die 
entsprechenden Folgerungen ziehen. 


84. 
Für den Einheitsbizylinder €, | 
(4.1) zlsı, I21s1 Io 
bilden bekanntlich die Funktionen E 





1 Ay _m, _m 
m +D m + Da (m=0,1,2,3,..;k=1,2) 











= Die 
ein vollständiges Orthogonalsystem. Für die Kernfunktion erhalten wir somit: 3 Prc 
« = = 1 — ! 2m, ı 2; 5 
(4. 2) Ke(2,, 22; 21, 22) = pr »A (m, + 1) (m, + 1) || |,” | 
m, Mm, wo 
> 1 n. - ı 2 = ı. Im __ 1 1 1 1 | gest 
ana ae ee | 
= Ke,(21; 31) Ke,(23} 23). E Yo 
Wir betrachten den Randpunkt Q@(—1,y), = funl 
(4. 3) 1 =-1, n Suuadlt 4 (yı<D. | (A 
Setzt man | 
(4. 4) z =4-1, z23=2, : Es 
so erhält man nach der Ausführung der Transformation (4. 4) (die Striche werden weg- Inn 
gelassen) ” _ebeı 
4.9 2153) = — — ng E | 
_ ir Fee gear n | - 
und in den neuen Koordinaten ist wi 
ii forn 
(4. 6) issue va 
Es ist somit 
“n ER PRPRRENDER WERE WINE F 
)) 17 *1 An t “ at)" 1 S. 3% 
HT 0.D. 


und da 2 neues 
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ar _la+tB)+ az) _ AGt|, , 21-2), (2129| 
| l- 


2, + 2ı 4(z, + 2ı) +2 (2 +2,)° 





< 


_ 





F ı =] (21 + 2ı), 


wenn 


21 — 2ı| 
| y 

1 1 2 | 
vorausgesetzt wird, so gilt 





._ {2 + 21) . 1 
(4. 8) Dan: (# 5 ) Kea(2z; 2.) = 
und somit bei der Annäherung A’ ') 
12 . 3 1 1 
(4.9) Le&(0) = lim 02Kel(21, 225 21, 22) = Te 


2,>Y 


Bezeichnet man also mit P(y) den Abbildungsradius ?) von &, in bezug auf y, 


| 1 
P(y) er (1 ne 191%) En 
VrKe,(y; Y) 
so hat man 
1 


A 12 — 1 2 2 2 5 Z. II mn 
(4. 10) Le (0) ee OnKe( 1) 29; 1» 25) An? P?(y) 
2;>Yy 


Die Formel (4. 10) bleibt auch gültig, wenn man statt des Bizylinders einen beliebigen 
Produktbereich ® betrachtet: 
P = U x U, 


wo W, und W, einfach zusammenhängende Bereiche in der 2,- bzw. z,-Ebene sind, die von 
geschlossenen rektifizierbaren Jordankurven berandet sind. Bildet 
& = 8ıl2ı), Ca = 82(2,) 
? auf den Einheitsbizylinder |, =1,|/&| 1 ab, so gilt nach (1. 15) für die Kern- 
funktion von ® 
181() )? Eh ne 5 

at — [8,1978 Rt - [ge a Fan 
Es sei jetzt Q(y,, Ya) ein Randpunkt von $, so daß y, auf der Berandung von W,, yz im 
Innern von W, liegt. Damit die Voraussetzung über die Existenz der Tangentialhyper- 
ebene erfüllt ist, setzen wir voraus: wenn der Rand von X, (unter Zugrundelegung 
der Bogenlänge s als Parameter) in der Form 2, = w(s) dargestellt ist, so existiert in der 
Umgebung von y, die Ableitung w’(s). Überdies soll w’(s) ebenda die Hölderbedingung 
w(s+h)— w(s)| <s k|h|* ( <a<1, k<o) erfüllen. Nach einem Satz über die kon- 
forme Abbildung am Rande?) besitzt dann g,(z,) in y, eine stetige Ableitung. Nun ist aber 


Ka (21; 2,) . Ke,(d,, c) |81(2,) x 





(4. 11) Ka(2, 255 21,25) = 


!) Hier kann die Annäherungsbedingung verschärft werden. 

?®) Wegen dieser Definition vgl. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. 11 (Berlin 1927), 
5.322, 

3) Vgl. dazu L. Lichtenstein, Enzykl. d. math. Wissensch. II C, und Warschawski, „Über einen Satz von 
0.D. Kellog“, Nachr. v. d. Gesell. d. Wiss. zu Göttingen, math.-phys. Kl., 1932, S. 73—86, wo man die 
neueste Literatur über diesen Gegenstand angegeben findet. 
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und somit ist, wenn o„ die Entfernung in €, bedeutet, 


























un 
' h 2 ' - 1 
lim 0,Ka (2,5 2,) = im Ko (0 ld ml 
d.h. es ist 
(4.12) L%-[0(0, y)] = lim 02Kg(z,, 25; 2 u en E - 
| ö | an a er Fü u Pa,(y) r Es 
wo Yyı =0, y% =y gesetzt wurde. | 
Für den Bizylinder ist auch die Annäherung zweiter Art (A’’(«)) anwendbar. Aus 
lim 121 — lim 2 Br RPERSE. ER E 7 
„0 [a + 23) - la? ze lzıt 2 _ n ? Acta’ | (4. 4° 
12, u ; 
wenn h M 
(4. 13) lim arc 2, >o, 
2,0 
ergibt sich dann | 
112 2 1 j . 
h = 2.2) = en, | 
(4. 14) L& [0 (0, y)] er 0: Ke(21 22; 21, 22) An? cos? & P%(y) | ö 
arc 2, —>x ; 
2,>Yy 2 
Der Grenzwert hängt also von dem Winkel & ab. Die letzte Grenzwertbestimmung 
ist auch anwendbar im Falle, wo statt des Bizylinders ein Produktbereich % tritt und die m 
Berandung von X, im Punkte z, = 0 den oben angegebenen Bedingungen genügt. Eine 
kleine Änderung erfährt die Formel, wenn der Punkt z, = 0 eine Spitze ist, in der die j SC 
Tangenten unter dem Winkel » zusammenstoßen !). Dabei ist |x| < -. zu setzen. Sind | 
nämlich &, = g,(2,) und {, = g,(2,) Funktionen, die den Bereich ® auf den Einheits- di 
bizylinder abbilden, wobei der Punkt z, = (0), z, = 0 in sich übergeht, so hat man g 
(4. 15) 121 |? K(zı, 22; 21, 23) = |21 |? Kell; &1) |g1(21) |? Ku,(22; 22). | 
Nun ist aber d 
n :_ 121? |gi(2,) |? 2 
lim |, 1? 1862.) 1? Kay; &) = lim AED 5 aKuteı; en. 
2,0 50 | J; | I 
Nach einem Satz über die konformen Abbildungen am Rande!) gilt i 
jim Al? leılzı) ® _ (=). we 
ua) | J, u w 4 n 
Andererseits gehen wegen der Quasikonformität ?) die Punkte der Winkelhal- 
bierenden in den Radius und der Winkel & in den Winkel — über; es ist somit 
. 1 ü 
lim |&, |” Ke,(d1; &ı) = ir 
. hr cos? — 
o 
zung . V 


ı) Wir setzen voraus, daß die Ecke von zwei stetig gekrümmten Kurvenästen gebildet ist. Vgl. dazu L. Lich- 
tenstein, „Über die konforme Abbildung ebener analytischer Gebiete mit Ecken“, Journal f. reine und angew. Ma- 
thematik 140 (1911), S. 100, und Warschawski, „Über das Randverhalten der Ableitung der Abbildungsfunktion bei 
konformer Abbildung‘, Math. Zeitschr. 85 (1932), S. 321—456, wo man Angaben über die neuere Literatur findet. 

2) Vgl. z. B. Carathöodory, „Elementarer Beweis für den Fundamentalsatz der konformen Abbildung‘, Ab- 
handlungen zum Doktorjubiläum von H. A. Schwarz (Berlin 1914), S. 0—41, insbesondere $ 18—$ 21. 
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und folglich 


(4. 16) I’ (0, 6) = 





4w? cos? — Px.(y) 


Wir betrachten nunmehr die Hyperkugel $: 
2, |? + | 2, |? < 1. 
Es bilden bei der Hyperkugel $ die Funktionen 


(4. 17) Gr, Con’ = ah Bi. 








n2 nl N! 
ein vollständiges Orthogonalsystem !), der Kern ist somit 
u " 1 ln tn +2), 9n 2 
2 2nı Be 1 2 ı Be . 
(4. 19) 2 !Cmn| 12 22 | m? Fe n,!n,! [2 22 | n2[1 = (|2,|®+ |2, 2) ]® 
Macht man nun die Transformation 
= 2 an 29 
21 = r% a3= PL 


so erhält man für die Hyperkugel $,, |2ı|? + |23|? < Zn die Kernfunktion: 
20 2 








(4. 20) Ka (2zı 2952123) = a1 _ 2 3 u u: To 3° 
[1 o°(|2,|?+ |22|%)] Be (+ 121)| 
Wir betrachten den Randpunkt 2, = — 2, 2,=0 und verlegen das Koordinatensystem 
so, daß vermöge 
1 
(4. 21) 1=2ı+ = 22 = 2 
dieser Randpunkt zum Koordinatenanfangspunkt wird. Nun ist 
Bm 1 | . 
0° zZ 1- = elat-olatäaltt; 











die Kernfunktion von $, lautet: 


(4. 22) Ka_(2ı, 22; 21» 25) = m 


a2l(2, + 2) — olzıl? —o]2,|2]?' 
Die Gleichung der Randhyperfläche von $}, nach Transformation (4. 21) lautet ferner 
4.23) - (3 +2)+ola® +02” =0 ode (4+2)=0|2|?+ 0o|2|?. 
Die Normale ist nach innen gerichtet, und die Entwicklung (4. 23) hat die kanonische Form 
mit o>0. Nach (4. 22) ist 
co 


(4. 24) Lg,(0) u ern 0, Ka,(21, 22; 21, 25) = re \ 


2, U 








!) Die Konstanten Cn,n, bestimmen sich aus 
On flal" 121" do=1. 
Ki} 


Wir setzen 2, = r, ein, ,= zei”. Es ist dann do = r,r, dp, dp, dr, dr,, also 


1 Yı-r! ® 
Ic I at [Arten [ ur: dr, Ca! f mtl nt: dr, 
N, 
0 0 
2 2 
"IC, „| ® n,!n,! 

 . fr (1 — uy,+1 du = .— n“ 2 a. 3 er 

n.+1 M+n+ 2) 


Journal für Mathematik. Bd. 169. Heft 1. 3 
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Dieses Resultat gilt, wie wir zeigen werden, unter allgemeinen Bedingungen für eine 
große Klasse von Körpern, wenn o > (0 ist. 

Es liegt nahe, neben der Limesrelation (4. 10), (4. 24) für die Kernfunktion analoge 
Relationen für die Minimalfunktion (1. 10) bzw. für die Invariante (1. 17) aufzustellen. 


Im Falle des Bizylinders €: |, —1| <1, |z] <41, und der Hyperkugel $,: 
| : —2ı +|l2] < Se erhalten wir für die Minimalfunktion die Ausdrücke: 


an RE 212 1A __ 212 
(4. 25) Me(21, 23; 11,13) = MT 1 L ie & it! 
[2ı +4 — zı? [1 — 283]? 
[di + . Baal It? —o |, |?]? 
[2, + tı — 0211 —02,1,]° 








bzw. Mg, (21, 29, t,) Pr. 


woraus man dann die Limesformeln 


Rn im ne Mel 3, ‚u )- AtaPe—aPr 








nr 293 .. - 22(1 — 21)? (0 <p u 1), 
- 3—3 aA a. dı [1 un (+ 4)° 
(4.27) limn ma, a; bh) R (<p<i1) 


gewinnt. Ebenso berechnet man leicht: 
2 


a 1 Be 
(4. 28) Ie(21, 22,5 21, 22) = Ana bzw. Ig,(21, 225 21, 22) = O2’ 


woraus dann 


’ RR 1 
(4. 29) Ic(21, 22; 21, 23) = An?’ 
27>0 
Re 2 
(4. 30) z Igs(21, 225 21,22) = On? 
2,>0 


folgt. 

Wie ım folgenden gezeigt wird, gelten bei den im $ 5 bzw. $ 6 betrachteten Rand- 
punkten für die Minimalfunktion Mg und die Invariante /g den Relationen (4. 27) und 
(4.30) bzw. (4.26) und (4. 29) analoge Limesrelationen. 


85. 
Der Fallo>0. Punkte dritter Ordnung. Für die Untersuchung der Punkte 
der Berandung mit o > 0 legen wir zugrunde die Annäherung A’ und beweisen zunächst 
den 


SatzI. Ist im Punkte Q(0,0) von ® o>0, so gült es bei der Annäherung A’ 








zum an o 

(5. 1) or 08 Ka(lzı, 22; 21 22) S Am 

2,0 
Beweis. Es sei $, die Hyperkugel 
1 2 a 
. (5. 2) an + |2,| ga 07 >0. 
Wir behaupten, daß der Körper $,,,,, der aus $}, vermöge der Transformation 
B- 2 2 "A 22 
(2. 3) a 1 + 2,” m 1 + Bı2, (&, > 0, ßı > 0) 


hervorgeht, bei genügend großen &, und ß, ein innerer Vergleichskörper von ® ist. Es 
sei ®* ein kanonischer Ersetzungskörper von ®, für den die Entwicklung der Randhyper- 
fläche in der Umgebung von Q 


(5. 4) 2, =ayi+tolal®+--- 





lau 








wi 


We 


A TA ou u u 
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lautet. Wir werden dann zeigen, daß der Körper $,, ,, bei genügend großen «,, , innerhalb 
von ®* liegt (und dieselbe Tangentenhyperebene wie ®* und ® in O hat). 
Wendet man auf $, zunächst die Transformation 
A GR ion 
(5. 5) ATI Lam 22 
an, so gilt für den transformierten Körper &,, die Darstellung 
(5. 6) 2, = (a, +2o)y+tola’+:.. 


Wählt man also &, so groß, daß 





H,+20,>a 

wird, so gilt in einer genügend kleinen Umgebung U, von Q 

5.7) 2, -(, +20) - 012° +..s2, -ay -0o|2,]?+---, 
d.h. in U, gehört jeder Punkt von $,, auch zu ®*. Für die Schnitte $,(z, = y) und 
B*(z, = y) der Körper $, und 8* mit der Ebene z, = y gilt also 

(5. 8) 8a,(21 ae y) nn B* (2, =. Y); 
wenn y genügend klein ist, etwa 

(5. 9) Ir <4lı) 


ist. Betrachtet man nun den Schnitt $,(z, = 0), d. h. 
den Kreis 


(5. 10) 








» 1 < 1 
| o, + 20,|” 0, + 20, ’ 
so liegt er auf Grund der Ungleichung (5. 7) für genügend 
kleine z, innerhalb des Schnittes ®B*(z, = 0). (Wird a, ge- 
nügend groß gewählt, so rückt der Kreis (5. 10) in eine be- 
liebig kleine Umgebung von z,= 0, und man kann deshalb 
erreichen, daß er ganz innerhalb von ®*(z,= 0) zu liegen Abb. 1. 
kommt.) Betrachtet man — nachdem «, den vorstehenden 
Bedingungen gemäß fest gewählt worden ist — die Menge ®,!) der Werte z, aus dem 
Schnitt 8, (2, = 0), für die außer (5. 10) noch 

(5. 11) 121! > lı(aı) 

gilt, so sind die Punkte, die in dem Normalschnitt ®* (z, = 0) in der beliebig kleinen 
Umgebung von Q liegen, innere Punkte von ®B*(z,=0). Um jeden Punkt z,, 0 
(2, <®,) gibt es also eine Hyperkugel mit dem Maximalradius o(z,) > 0, deren 
Inneres ganz zu ®* gehört. o(z,) erreicht als stetige Funktion von z, in dem (abge- 
schlossenen) ®, ein positives Minimum o*. Insbesondere wird also jeder Schnitt 
B*(z, = y), wenn y zu ®, gehört, einen Kreis um z, = 0 mit dem Radius o* enthalten. 
Betrachtet man nun die entsprechenden Schnitte 8, (z, = y) des Körpers $,, der durch 








21 











ER ‚1 y 2 1 
(5. 12) Te er 2,1? Pr 


dargestellt wird, so sind diese nur dann nicht leer, wenn z, dem Kreise (5. 10) angehört, 
und sind selbst Kreise mit dem Mittelpunkt z, = 0 und einem Radius, der gleich oder 


kleiner als — ist. Wendet man nun auf $,, die Transformation 
1 


(5. 13) =, 3= 








1) In der Abb. 1 schraffiert. 
3* 
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an, so geht der Schnitt $,(zı = y) wieder in einen Kreis um den Punkt ,=0 mit 
einem Radius o(y), für den | 
1 
% 
ISA 
gilt. Da nun in der Menge 3, |y| Z1,(&,) ist, so kann ß, so gewählt werden, daß 
für sämtliche y aus ®, 


(5. 14) 








<o* so 
nee 
gilt. Es ist dann für |y| > 1,(«,) 





(5. 15) ae) ira = pr). 
Andererseits ist auch für die Werte |y| < l,(&,) aus dem Kreis (5. 10) 
- <1 
11+ Bıyl 


da für diese Werte y+y>0 ist. Da somit, für |y | s 1,(a,) 
Ka, l2ı = Y) < Ra,lzı = Y) 

ist, so gilt in Verbindung mit (5.8) die Beziehung (5.15) auch für |y| <I, («,). Es 
ist daher 

(5. 16) RL FR <B*, 
Außerdem haben die beiden Körper in dem gemeinsamen Randpunkt _ dieselbe 
Tangentialhyperebene 2, +2, =0, d.h. $,,s, ist ein innerer Vergleichskörper für ®. 

Nun ist S,,,, Ersetzungskörper von $,, d.h. es ist 

(6.17) Zy0) = Tim eiKala, 2,32, 3,) < lim Ko (2, 252, 3) = 

2,0 2,0 

und da dies für jedes o, > o gilt, so ist hiermit (5. 4) bewiesen. 

SatzII. /st für den Punkt Q(0, 0) 

(5. 18) o>o0 
und liegen außerdem die Schnitte B'(z, = y) eines kanonischen Ersetzungskörpers ®'!) für 
genügend kleine y ın einer beliebig vorgegebenen Umgebung von Q, so gilt 


13 u 3 au zu BM 

(3. 19) Lg (2) un 0, Ka(2,, 293 Zı 2,) An?‘ 
2,0 
Beweis. Zum kanonischen Ersetzungskörper ®' gehöre die Entwicklung 
(3. 17) 22x, =ay +0|2,-+--- 
Wir gehen wieder von einer Hyperkugel $;: 
1 12 1 

(5. 20) m: | +la<5; 0 <oco 


2 2 
aus und behaupten, daß der Körper $,,;, der aus St, durch die Transformation 


(5. 21) a = ‚, 2=2(1+ 22) 


hervorgeht, für genügend große «,, ß, ein äußerer Vergleichskörper für ®* (in bezug auf 
Punkt 0) ist. Wendet man auf $, die Transformation 








(5. 22) je, 4=2 


1) 8' ist wieder ein Ersetzungskörper von ®, braucht aber nicht notwendigerweise mit ®* iden- 
tisch zu sein. 





an, | 


wäl 


wu 








Be een = 
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an, so erhält man für den transformierten Körper $,, 


(5. 23) 22, = (%, — 20,)y + 92° + ... 
Wählt man nun &, positiv und so groß, daß 
(5. 24) 09 — 20, <a 


wird, so gilt in einer genügend kleinen Umgebung U, von Q 

5.25) 2, -ay - 0|3” +. -<2, - (a —28)y - 09 2°+-‘, 
d.h. in der Umgebung U, ist jeder Punkt von ®' zugleich innerer Punkt von $,,. Die 
Schnitte B'(z, = y) sind also für genügend kleine y in 8,,(z}; = y) enthalten, sobald es 
sich bei B’(z, = y) um Punkte der Umgebung N, handelt. Nach Voraussetzung gibt 


es aber außerhalb dieser Umgebung keine weiteren Punkte von ®'(z, = y), wenn y 
genügend klein ist, etwa 


(5. 26) Iy| <Iala,). 
Es ist dann also 


5.27) Ba=y)sk.ı=y), 


wenn y der Ungleichung (5. 26) genügt. Wir betrachten 
jetzt den Schnitt $,(z, = 0). Setzen wir (was immer 
gestattet ist) voraus, daß 











0, — 20, <O 
ist, so wird der Schnitt durch das Äußere des Kreises 
1 | 1 
(5. 28) I |< — 


gebildet. Für genügend kleine z, liegt dieser Kreis nach der Ungleichung (5.25) ganz außer- 


halb des Schnittes ®'(z, = 0). Wird &, genügend groß gewählt, so rückt der Kreis (5. 28) 
außerdem in eine genügend kleine Umgebung von z,= 0, und man kann deshalb erreichen, 
daß er ganz außerhalb von 8'(z, = 0) zu liegen kommt. 

Die Menge ®, !) derjenigen Punkte von ®'(z, = 0) (das wir uns allgemein denken), 
für die |z,| 2 l,(&,) ist, liegt dann ganz im Innern des Schnittes 8, (z, = 0), d.h. sie 
hat mit dem abgeschlossenen Kreis (5. 28) keinen Punkt gemein. Die Schnitte 8,,(z, = y), 
wo y zur Menge 3, gehört, sind Kreise mit dem Mittelpunkt z, = 0 und die Radien 
dieser Kreise haben dann eine positive untere Schranke r. Wendet man auf $,, die Trans- 
formation 

(5. 29) = 2, 3=2(1 + 2) 
an, so geht der Schnitt 8,,(z, = y) wieder in einen Kreis über mit dem Mittelpunkt 
2, =(0) und einem Radius, der größer oder gleich ist als r|1 + ß,y |. Für die Werte 
von |y | > !,(&,) kann ß, so groß gewählt werden, daß 


(5. 30) rjii+Bßy|>P 
wird, wo P so beschaffen sein soll, daß für sämtliche Schnitte B'(z, = y) 
2] <P 


wird. Da der Körper ®' als beschränkt vorausgesetzt wird, so gibt es immer ein endliches 
P von dieser Art. Wird ß, so gewählt, daß es die Ungleichung (5. 30) befriedigt, so ist für 


rl 2 %(o,) 
(5. 31) Bl = y)< Run = Y)- 


2) In der Abb. 2 schraffiert. 
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Andererseits ist 


1+ßyl>1, 
wenn ß, Z 2% — 0, wird, denn die Ungleichung |i + 8&,y9| > 1, die sich auch 
1 


y + |> a schreiben läßt, bedeutet, daß der Punkt y außerhalb des Kreises mit 


Pa | 2 


dem Mittelpunkt — RS und dem Radius 5 liegt. Für ß, > 2%, — o, liegen aber sämt- 
2 2 


liche Punkte des Schnittes $,,(z2, = 0) nach (5. 29) außerhalb dieses Kreises. Somit 
ist für |y| < L,(&,) 


(9. 32) Kanlzı = Y) > Ra,lzı = 9), 


und daher erhält man in Verbindung mit (5. 31), daß die Beziehung (5. 31) auch für 
Iy| <Ig(&,) richtig ist. Es ist daher 


(2. 33) Ks > g ’ 


und die beiden Körper haben außerdem den gemeinsamen Randpunkt Q und in ihm die- 
selbe Tangentialhyperebene z, + 2, = 0, d.h. $,,s, ist ein äußerer Vergleichskörper für 
8‘. Nun sind S,,,, und 8' Ersetzungskörper von $t, und ®, es . somit 


Lg(0) = lim o8Ky(2,, 2,; 2, 2,) > IQ) = ga: 


und da dies für jedes o, < o richtig ist, so hat man also 


(5. 35) L»(0) = lim g8Ky(2,, 25; 2,,2,) 2 
20 


2,0 
und in Verbindung mit der Beziehung (5. 1) folgt (5. 19). 


im’ 


8 6. 

Im Falle oa > 0 bzw. o < 0 verlief bei einem kanonischen Ersetzungskörper ®* 
die Ebene 2 = 0 in unmittelbarer Umgebung des Randpunktes Q(0,0) mit Ausnahme 
des Randpunktes Q selbst ganz außerhalb oder innerhalb des Bereiches ®*. Wir setzen 
jetzt voraus, daß die analytische Ebene z,=0 mit der Berandung von ® 
außer dem Punkt 2,=0 noch ein ganzes Flächenstück 9 gemein hat, das 
den Punkt Q,d.h.z,=0 im Innern enthält!). Es muß dann offenbar o = (0 sein. 
Wir untersuchen für o = 0 zunächst diesen Spezialfall. [Man kann die Voraussetzungen 
etwas allgemeiner fassen, indem man nur die Stetigkeit der ersten Ableitungen von (2. 7) 
fordert, womit die Existenz von o in dem früher definierten Sinne nicht gewährleistet 
wird.] Wir legen außerdem die Annäherung A (&) und AT’ 
stets normale Koordinaten. 

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der ersten Ableitungen von (2.7) folgt aus 


(x) zugrunde und benutzen 


Oy 
6.1 (2*) \W. 
) eyı yı=0 
daß für 
(6. 2) yıl<ö 


1) Existiert eine analytische Fläche 2, = f(2,), die durch den Punkt @ geht und ein Flächenstück mit 
® gemein hat, wobei f(z,) in ®* (der Projektion von ® auf z,=0) eine regulär analytische und eindeutige 
Funktion von 2, ist, so läßt sich vermöge der Transformation 2 = 2, — f(2)), 23 = 2, dieser Fall auf den in 
diesem Paragraphen bzw. $ 8 betrachteten speziellen Fall z, = const. zurückführen. 











gilt. 
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(6. 3) |Ylyın 20 23) — 90,2 2)| < yıl Anz), lim Alanz) = 0 


gilt. Aus der an die Spitze gestellten Voraussetzung folgt für die z,-Werte aus 9 
y(0, 29, 25) = 0 


und somit 
(6. 4) | Y(Yı, 23 22)| S |Yıl Alz, 22). 
Betrachtet man nur diejenigen Punkte aus ®, für die 
(6. 5) >00, |yıl<Na, 


gilt, so ist für diese Punkte 


| Y(Yyı, 22 22)]| S NIA(z,, 2)] 2. 
Wird also eine Umgebung U(e), 


(6. 6) |2|<e, 
so gewählt, daß dort A(z,, 2,) < n ist, was wegen (6. 3) immer möglich ist, so gilt für 
diese 2, 

(6. 7) |ylyı, 23, 25)| <22,, 


d.h. die Punkte, deren Koordinaten den Ungleichungen (6. 3), (6. 5), (6.6) genügen, 
sind innere Punkte von 8!). Der Produktbereich T=Bx&, wo 


Q: alsd, >00, ylsNa, 
8: |.|se 
bedeutet, ist somit in ® enthalten und hat den Punkt 0(0,0) zum Randpunkt. Hat 
man also in ® eine Annäherung der Art A (&), so genügt es, 
N>tga 
zu wählen, damit dies auch im Produktbereich X eine Annäherung im Sinne der im $ 3 
definierten Annäherung A'’(&) sei. Man hat somit wegen T<® und der Formel (1. 15) 


— up un ni N 
(6.8) lım |z, |? Ka(z,, 22; 21,25) S lim |z, |? Kz(2,, 22; 27, 25) S — | 
20 ea 4w* e? cos? — 
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wo = 2arctg N ist. Es gilt somit der 


Satz Ill. Hat in einem Randpunkte Q(0, 0) von ® oder vom kanonischen Ersetzungs- 
körper B* die analytische Ebene, die inder Tangentialhyperebene von B bzw. B* (im Punkte Q) 
liegt, mit der Berandung von B bzw. B* ein ganzes Flächenstück gemein, das den Punkt Q als 


inneren Punkt enthält, so ist für die Annäherung A («) 


Lg (0, &) = Tim 0? Ku(z, 2,52, 3,) 
2,0 
u 
für jedes |x| <-I- endlich. 


2 

Unter schärferen Voraussetzungen beweisen wir den 

Satz IV. Der Körper B bzw. ein Ersetzungskörper ®B* von ıhm erfülle die Voraus- 
setzungen des Satzes III. Außerdem besitze die analytische Ebene, die in der Tangential- 
hyperebene von B® bzw. ®* im Punkte Q liegt, keine Punkte mit dem Inneren von ® bzw. ®* 
gemein, und es gelte für die Punkte des aus ® bzw. ®* durch die Transformation 


(6. 9) says, 3 


— MM 
— 20 
- 


ms 





1) Das Innere von ® wird in der Umgebung von Q@ durch die Ungleichung (6. 7) gegeben. Vgl. dazu auch (2. 8). 
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entstehenden Bereiches 
a+a120, 
wenn n genügend groß ist. Q ist dann bei der Annäherung A''(&) für jedes & von der Ord- 
nung A\=2. 
Mit Rücksicht auf den Satz III ist nur zu beweisen, daß für jede Annäherung A’'(«) 
(6. 10) lim 0° Kylzy 25523, 2,) > 0 (= 1a). 


2,0 
2,—>0 


Es sei ®’ der Bereich, der aus ® bzw. ®* durch die Transformation (6. 9) entsteht. Für 
die Kernfunktion des transformierten Bereiches erhält man nach (1. 15) 
Ka(21, 22; 2122) = n” [21 ie, Ka(2ı, 22; 21, 22) 
und somit 
(6. 11) 121 |? Kor(zi, 22; 21, 22) = n? |2ı |? Ka(21, 22, 21, 22)- 
Durch die Transformation (6.9) geht die x,-Achse in sich über, und der Annäherung 
A’ (&), arc 21, > 0, |&| <x, entspricht die Annäherung 


(6. 12) arc1> —. 


Bleibt also |21]?Kg-(zi 23; 21,23) bei der Annäherung (6. 12) oberhalb einer positiven 

Schranke, so wird dasselbe für den Kern von ® gelten, sobald die Annäherung im Sinne 

von A’ («) geschieht. Bedeutet nun ® einen einfach zusammenhängenden Bereich der 

2,-Ebene, der die Projektion sämtlicher Schnitte ®’(z, = y) im Innern enthält (also auch 

9 = B’(z, = 0) und den Punkt z, = 0), so wird ®’ in dem Produktbereich 
N=EXxB 

liegen, wo & die Halbebene 3 +21>0, 3=0 bedeutet. Nun sei irgendeine An- 


näherung A’'(&) für den Punkt @ in bezug auf ® gegeben; im Bereich ®’ entspricht ihr eine 
Annäherung mit dem Grenzwert (6. 12), die auch für den Produktbereich eine Annähe- 


rung A") darstellt; es ist somit 
zz + 1 ’ BP; 1 [4  rehbze 
(6.13) 121? Kolzı 225 21 22) = 3 1211? Karla, 22; 2,22) 2 3 12? Kolzı, 22; 21,22) > 0, 


womit die Behauptung des Satzes IV bewiesen ist. 

Nachdem wir eine Klasse von Randpunkten, derenOrdnung A(0;8) = 2ist, angegeben 
haben, werden wirin der Fortsetzung dieses Paragraphen und im $8 zwei wichtige spezielle 
Typen von Randpunkten Q dieser Art kennen lernen, für die wir die Existenz der Limes- 


werte L8-(0,&) bzw. L$ (0, &) nachweisen werden. Um den ersten Typus dieser 
Randpunkte zu studieren, benötigen wir eine Hilfsfunktion f,(z). f,(z) bedeutet die- 
jenige Funktion, die die Halbebene z-+ z> 0 auf das Dreieck O, A, B, der w-Ebene 
abbildet, wo 0,4, = 0,B, = 1 ist und O,, A,, B, den Punkten 3= 0, z= -i, z=w 
entsprechen. Hierbei sei OO,, die positive u-Achse, und die Punkte O und O, besitzen 


die Koordinaten 0 und 1. Die Winkel 00,B, und 00,A, seien beide gleich je > Es 


ist dann 
(6. 14) /,‚@)=1-1t,(i), 


wo t,(z) eine in einer früheren Arbeit angegebene und näher untersuchte Funktion ist !). 





1) Vgl. dazu die Arbeit „Über ausgezeichnete Randflächen in der Theorie der Funktionen von zwei komplexen 
Veränderlichen‘“‘, Math. Annalen 104 (1931), S. 611, $2. Wir werden im folgenden die dort für i,(z) abgeleitete Ab- 
schätzung (13) benutzen. 
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z-Ebene. j? w-Ebene. 


ui « u 
77 


Abb. 3. Abb. 4. 











I 








Hilfssatz I. Es sei 0<x<41. In dem Gebiet Z,(x) der z-Ebene, wo 
(6. 15) If, @)I>x» 


ist, gelten für genügend großes » die Ungleichungen 


1 

(6. 16) al <It- ko)lalr], lim k(») = 1, 
1 

(6. 17) | 9,(2)| = Jarc f,(z)| < M,!z|” sin - ; 0<M,< - 


Nach der Formel (13) der genannten Arbeit gilt für |z2| <A <1 
1 1 2 


(6. 18) ,@)=1-2’ +2’g@)=1-Izl er -g(@)), gY=arcz, 


„=0lt) 


Betrachten wir den Halbkreis z+3> 0, |z| < ß, so wird das Bild A’mB’ (vgl. Abbil- 
dung 4) des Berandungsteiles |z| = 8 für genügend großes » in beliebige Nähe des Null- 
punktes kommen, also innerhalb des Kreises 
(6. 19) |v| <x« 
liegen. Wegen der Eineindeutigkeit der Abbildung folgt also, daß die Punkte, für die 
die Ungleichung (6. 15) gilt, innerhalb des Kreises |z]| < 8 liegen!). Für diese Punkte gilt 
aber die Darstellung (6. 18), woraus (6. 16) unmittelbar folgt. Weiter ist für z aus T,(x) 
1 


(6. 20) |Im [/,(2)]| < |1 - f,(z)| sin 2 < M,|z|’ sin >; muz4, 
also für genügend großes » |Im [/ (z)]| < > und somit 

(6. 21) |Re [/,(2)]| > 17,(@)] — |mt/,(@)]| > 
Aus (6.20) und (6. 21) folgt 

(6.22) ]|9,(z2)| < |tg 9,(z)| s 2M.;1r sin 5- = M.lalr sin 3 M,= , 


womit die Behauptung bewiesen ist. Für die Punkte der rechten s-Halbebene, die außer- 
halb von T,(x) liegen, gilt 
(6. 23) /,@)ls«. 


Es soll nunmehr eine Kategorie von Randpunkten 0 beschrieben werden, von 
denen wir zeigen, daß sie Limespunkte zweiter Ordnung sind. 





!) In der in der Fußnote genannten Arbeit ist unser $ mit A bezeichnet. 
Journal für Mathematik. Bd. 169. Heft 1. 4 
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Über den Punkt 0(0,0) setzen wir voraus, daß der Schnitt H=#(z,=0)!) 
(der zur Berandung von ® gehört) ein Sternbereich in bezug auf 3=( ist, 
d. h. daß die Gleichung der Berandungskurve R = h($) lautet, und setzen außerdem 
voraus, daß die Funktion A(#) die Lipschitzbedingung 


(6. 24) |h(6) — KO) <N,|0 - @|, N<o, 
befriedigt?). Über die Schnitte ®(z, = y) setzen wir voraus, daß sobald 
Iyl <öist, 




















B(z, = 0) 
6. 25 — 4 — ec B(z, = m Blz, = 0 
gilt, wo öeine beliebig kleine vorgegebene positive Größe bedeutet und 
1 
m(y)=1+N;|yl*, 0<r<m, N<w 
ist. (Dabei verstehen wir unter m(|y|) B(z, = 0) den aus ®(z, = 0) vermöge der Trans- 
= formation 3 = m(|y|)z, entstandenen Bereich.) Aus (6. 24) 
y® folgt, daß für jedes z, aus dem Schnitt B(z, = y) die Un- 
N gleichung 
2 IE a > h(arc 2,) 2 
257 = (6.26) >) < || S (1 + N,|y|?)hlare 2,) 
zen t+ Nalyl’ 


gilt, sobald |y| < 6 ist. 
Endlich soll für den Körper ® z, +3,20 sein. 


Wir konstruieren nun einen Körper A in folgender Weise. Es bedeute & die 
Halbebene z, + 2, 2 0, und wir bilden den Produktbereich 


Abb. 5. (Schem. Darstellung.) 


A=EXH. 
Der Bereich U” entstehe aus 9 vermöge der Transformation 
z 
6. 27 1= 2, ZB=-. 
( ) 1 1 2 1,21) 


Bedeutet Amin eine untere Schranke für die k(#) (d.h. gilt 0 < Amin Ss h(#), OS9<S 2n) 
und Z2" die obere Schranke aller |z,| Koordinaten des Körpers ®, so soll x (vgl. den 
Hilfssatz I) dabei so gewählt werden, daß 


(6. 28) D<n< ang 
2 
gilt. Nachdem x fest gewählt wurde, wählen wir » so groß, daß erstens die Ungleichungen 
(6. 16), (6. 17), (6. 23) gültig sind, und daß 
1 


(6. 29) > 2r, k(v) 2 7 


ist. Bezeichnet man ferner mit ß den Radius eines Kreises um z, = (0, in dessen Innern 
T,(x) liegt, so soll schließlich » so groß genommen werden, daß 
& 
ze 1 3N,M,. 2 
6. 30 N,[ß(x, »)I —-—- — — sin | —) 
( ) »[f( ’ )| < y p) Rate )y Pr ’ 
(6. 31) B(x, v) <6ö 
gilt ?). 
TR 1) Vel. dazu Fußnote !) S. 21. 
2) Die Ungleichung (6. 24) kann man durch |h(#) — h(0)| < N, |0— 0’ |" (u >0) ersetzen. Die folgenden 
Betrachtungen erleiden dann eine unwesentliche Modifikation. 
®) Die Möglichkeit, 8 so zu bestimmen, daß es (6. 30) und (6. 31) befriedigt, folgt daraus, daß bei festem x und 


bei genügend großem » das Gebiet T,(*) ins Innere eines beliebig kleinen Kreises um z = 0 zu liegen kommt (vgl. 
dazu den Beweis des Hilfssatzes). 
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Wir betrachten zunächst die Schnitte W'”(z, = y) für y aus T,(x), wo Z,(x) der 
auf der Seite 25 angegebene Bereich ist. Der Schnitt WX(z,=y) ergibt für alle Punkte von 


& den Sternbereich 9. Es wird somit auch jeder Schnitt W”(z, = y) wieder ein Stern- 
bereich sein, dessen Berandung die Gleichung 


hLO + 9,y)) 
ol 


besitzt. Nun ist für das von uns gewählte » nach [(6. 29) und (6. 16)] 





(6. 32) R = h(y,0) = are },(y) = 9), 








4 1 
ads Kolsı-z iv 
und [nach (6. 24) und (6. 17)] 
1 
(6.34) h[6 +9,(y)] > h(6) — N,|d,(y)| 2 h(6) — N,M;|y|* sin n,, 
ME, = _ ug . N,M 


und somit 





Re: ”]; 
)y I+rzZırl ’ 


andererseits gilt nach (6. 26) für die z, Koordinate eines Punktes, der in B(z,=y) liegt, 


(6. 35) h(y,6) 2 rco)|i — Nalyl’ sin | 


(6. 36) Iz,!sh(6) [1 + N,| er: (= am z. 

Da nun nach (6. 30) für |y| s ß 
un 8 2.14 Bu u 

(6. 37) 1+(Nlylt "rin <1+ 1er | Nein ZNslyl? sin Z 
gilt, folgt (für y aus T,(x)) 

(6. 38) |z,| < h(y, arc 2,), ZJeDs =Y), 
d.h. (6. 38 a) Az, =Y)> Bla =py). 

Für die y-Werte, die außerhalb von %,(x) liegen, ist nach (6. 23) 

(6. 39) Kir. 


Bezeichnet man mit 9, einen Kreis vom Radius h „und mit dem Mittelpunkt im Koordi- 


natenanfangspunkt, mit 3" einen Kreis mit Radius Z2” und gleichem Mittelpunkt, so 
ist nach (6. 38) und (6. 39) für y außerhalb von T,(x) 
v 1 Zu max 
6.0) Ma y)>— Da > 5 — Om = 8" > Ba =Y), 


woraus in Verbindung mit (6. 38a) folgt: 


(6. 41) A’>B. 
Nun entsteht A” aus 9 vermöge der Transformation (6. 27), und es ist 
(6. 42) Fr... Ze SER ARE Y 


nn O(z,, 2, 2,) 2,0 f ‚(2,) 


Nach (1.45) und (6. 42) gilt also 


(6. 43) Laa(0) = Ly (Q)= 


1 
cos? «P?’ 
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wo P der Abbildungsradius von 9 = B(z, = 0) in bezug auf 2, = 0 ist, und somit nach 


(6. 41) | 
1 
112 
(6. 44) Is (0) > An? cos?«x p2° 
Wir konstruieren nunmehr den inneren Vergleichskörper. Wir bezeichnen mit ® 
den Durchschnitt von T,(x) und B(z, = 0)!). Wir betrachten den Produktbereich 





D=-DXH 
und wenden auf ihn die Transformation 
(6. 45) = 2 2, = 2, ],(2,) 
an. Esist dann für den transformierten Körper @” 
(6. 46) a=r)=llr) da=r)=llr)d. 
D”(z, = y) ist wieder ein Sternbereich. Die Gleichung der Berandungskurve lautet 
(6. 46 a) R =h*(y,6) = ho — 9,(y)] Ir]; 


und es ist somit für die Schnitte ®(z, = y) 


1 1 
1 1, %* 
h*(y, 0) < hß)|1 + Nalylr sin #1 -1p1r] . 
Andererseits gilt nach (6. 25) 


1 

|22| > A(6) 1 — Na|y|*), »<Ba=y) 09=arcz,, 
und somit gilt, falls » den früheren Bedingungen [(6. 16), (6. 17) u. a.] gemäß genügend 
groß gewählt wird, 

2 214 ur 1 20 9 
1—-N,|\y|’ 1 -.|y|’ sen N,sin5, +5 N3lyl’ sin >| - 
Daraus folgt 
(6. 47) De =y)< Ba =y) und D"-B 
und daher 
Lye(Q, 6) 2 Ly (0, 0). 

Nun ist aber nach (6. 42) 








112 I 1 
(6. 48) Lao(0; &) SE L, ”(Q, &) Pe An? cos?x P?’ 
so daß der Vergleich von (6. 44), (6. 48) ergibt: 
1 
112 ur 
(6. 49) IB (9,8) = 78 og PR 
7 


Im folgenden wird der schon in $ 6 untersuchte Fall, daß die analytische Tangential- 
ebene z, = 0 mit der Berandung des Körpers ® ein Flächenstück gemeinsam hat, unter 
4%, 4 Ebene anderen Voraussetzungen für ® behandelt. Die Ausführungen dieses 
Paragraphen dienen dazu, durch Einführung und Untersuchung einer 
gewissen Klasse von speziellen Bereichen Hilfsmittel hierfür zu schaffen. 

Er Unter einem Sektor S verstehen wir in diesem Paragraphen 
einen Kreissektor OAB in der 2,-Ebene, dessen Spitze Oin 
dem Punkt z,=0 liegt. Er ist vollständig festgelegt durch die 
Winkel 9, und #,(> %,), die seine beiden Schenkel mit einer 
festen Richtung, etwa der positiven x,-Achse, bilden und den Radius 
Abb. 6. „S-Sektor. o=0A= OB des Kreises. Wir bezeichnen den Sektor 5 in seiner 


1) Bzw. den einfachzusammenhängenden Teil mit dem Randpunkt 2, = 0 dieses Durchschnittes. 














At NE nr * we 





re ah re na 





EEE TEEN 





Ab 


re 


hä 


tio 


ist 


lie 
se 








a a ee RETTE kin e 


ER NEL ne 





EEE TE 
ig ee Er surlpe 


Bergmann, Über die Kernfunktion eines Bereiches und ihr Verhalten am Rande. 1. 29 


Abhängigkeit von 9,, 9,,o auch als S(9#,, 9,0). Wir betrachten im folgenden Be- 
reiche & mit folgenden Eigenschaften: 

1. Die Schnitte ©(z, = y) sind nur für y-Werte, die einem einfach zusammen- 
hängenden Bereich $ in der z,-Ebene angehören, nicht leer und sind dann S-Sektoren. 

%. Für die Bestimmungsstücke 9,, ®,, o des Schnittes ©(z, = y), die jetzt Funk- 
tionen von y sind, gilt 

(7.1) d,(y) — d,(y) = w = const. > (0, po = const. 





ist eine (gleichmäßig) stetige Funktion in 9. 
4. Es existiert ein (von y unabhängiger) Sektor S(9%, 9%, o), der mit sämt- 
lichen ©(z, = y) = 5[9,(y), 9,(y), o] nur den Punkt z, = 0 gemeinsam hat !). (Außen- 


sektor). 
5. Es gibt ein positives ß, so daß 
(7. 2) ats), An) <a-B (<B<a). 


In sämtlichen S[#,(y), ds(y),o]) ist ein fester Sektor S,(#, Ho) mit 


9 - 9 > 0 enthalten. 
Wir wählen zur positivem z,-Achse einen Strahl, der im Innern des Sektors 


S(9®, 9%, 0) liegt. Es ist dann 
(7.3) sup <O < Beine [Yısup = obere Grenze v. 9,(y), ®sin = untere Grenze v. 9,(y)]. 


Wir schreiben im folgenden zuweilen anstatt S(9,,9,, o) auch T(9, w, o). 
Durch die Transformation 


(7. 4) 2, = u, ,=2 („>0), 
(7.5) bzw. 2, = e@z, 2, = 2 (8 reell), 
(7. 6) bw. =, Ze = Ze 


geht der Bereich & wieder in einen Bereich & mit denselben Eigenschaften 2) über, und 
für die Bestimmungsstücke gilt dann: 


(7. 7) N) Ahr, 5 

(7.8) bzw. dy) =) +0, Aly)= Hly)+P, 5=o, = 
(7.9) bzw. dly)= Bir), Ar)=Baly), 5=P, &= Po, Hy) = By). 
Wir untersuchen bei &-Bereichen das Verhalten der Kernfunktion in der Umgebung 


des Randpunktes Q(0, a,), wo a, ein innerer Punkt von 9 ist. Im Punkte (0, a,) 
existiert im allgemeinen (mit Ausnahme von ® = x) keine Tangentialhyperebene. Wir 


können aber auch hier in Analogie zur Annäherung A’'(&) den entsprechenden Annähe- 
rungs- und Ordnungsbegriff einführen. Als Annäherung A’’(&) soll hier 


= w,6=ow, #y)= #y), 
(u) 


2,0, 2, >d,, 
(7. 10) er 
arc 2, > 0, 1% -MHa)|<z 


verstanden werden. Wir betrachten 
(7.10a) |2, |? Ke(2,, 22; 21, 22) 


!) Ev. auch den Punkt z, = =. 
2) Damit bei (7.6) die Eigenschaft 4 nicht verloren geht, muß man ev. Sim Riemannschen (mehrfach über- 


deckten) Raume betrachten. 





» dy)=Hy)+0, 
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bei dieser Annäherung und werden insbesondere die Existenz von 


(7. 11) L&”[0(0, Q;), &) .. lim ? Kelte'”, 22; B. 25) 


beweisen, wo tei?(t <.o) einen inneren Punkt aus dem Schnitt ©(z, = a,) bedeutet 
und { reell und positiv ist. 


Bei den Transformationen (7. 4), (7. 2 (7.6) gilt für die Kernfunktionen: 


7.12) 12 lPKala,2 AK), 





1? 25: 2,2 2,) 





(7. 13) bzw. 2, "Ka &(2,, 2 PR) 213 2,) un 2, "K, (3, 4), 
1 1 
(7.14) bzw. |2,|?Ka(2,,2,; 2, 2,) = B? er Ka(zf ‚2,;2P,2,). 


Ersetzt man bei dem Körper den Parameter t durch ut, so sind die zu untersuchen- 
den Ausdrücke (7.10a) nach (7.12) in beiden Bereichen identisch. Andererseits hat aber der 
Bereich & bei gleichen #(y) und ® den Radius 5 = ve. Für die Untersuchung ist also 
die Größe von o gleichgültig, und auch der Limeswert (7. 11) ist von o vollständig un- 
abhängig. 

Eine besonders wichtige Klasse der &-Bereiche bilden die &'-Bereiche, bei denen 
oe= © wird. Durch die Transformation (7.4) wird ein &'-Bereich in sich übergeführt. 
Setzt man also 2 = tei®, so ist nach (7. 12) 

(7. 15) jt]? Karlte'?, 29; te”, 2,) 
eine von t unabhängige Funktion. Ist $, ein ganz im Innern von 9 gelegener (einfach 
zusammenhängender) Teilbereich von 9, so soll mit 5,(9, + e, 9, — e) der folgende 
Varıabilitätsbereich von (z,, &) verstanden werden: 

2, ist ein Punkt von 9, und das zugehörige & ein Punkt des Intervalles 


(7. 46) Il) +E <a <Hlz) -e. 


Für Werte (2,,&) aush, (9, + &, 9, — e) ist für festes i =,> 0 der Ausdruck (7. 15) 
eine gleichmäßig stetige Funktion von & und z,. (Vgl.dazu $1,S.6.) Da nun (7.15) eine 
von t unabhängige Funktion ist, so gilt der 

Hilfssatz II. Für (a,«) aus 5, (9, + 8,9, — e) existiert 


(7.17) Lat [0(0, a,),&] = lm | lt]? Karlte'?, 2,; te='P, z,) 


a 
2.70, 


und stellt eine in 5,(9, + e, 9, — e) [e> 0] gleichmäßig stetige Funktion 
von a, und «& dar. Ä 


Hilfssatz III. Die Folge der Bereiche!) 
m - LE) -} Ss, ©) (m=1,2,3,4,...) 


konvergiere gegen den Bereich 


N 
(7. 17a) & = .6(,=)y) =25[9,(y),dalr), ©] 
in dem Sinne, daß für jedes y 
(7. 48) H(y)>By) und o"-o 


N 
ı) Wegen der Schreibweise 3) vgl. z.B. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin 1927, $ 1. 
y 
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gilt und zwar gleichmäßig in 9. Es gilt dann 

(7. 19) lim Lgm[Q(0, a,), &) = Lgr [0(0, a,), «). 

Beweis. Wir wenden auf den Bereich &' die Transformation 

(7. 20) zen", L=2, >, 
an. Der neu entstandene Bereich &' ist wieder ein &'-Bereich mit den Winkeln 


d,(y) = (1 —- r)d,(y), d,(y) = (1 — r)d,(y). 


ee RR a 





Da 

(7. 21) 9) <o0, d,(y) > 0 
ist, so gilt 

7.2) d)=U-)AmM)> ar), mtr) Br) < Br), 
und für genügend großes m gilt wegen (7. 21), (7.3) und (7.18) 


(7. 23) dl) > ), dr) < HT). 
Es ist somit für genügend großes m 
(7. 24) S[dly), day), o]<SIH"Wy), Hy), al, dh ie 


und hieraus bei der Annäherung A’'(«) 


- I» 12 27 1 -„. 2 K.(-_ ı°'2.2 
lım \21| Karm)(2ı 2a, 1; Z,) s lim ‚- Kz+(zı, 2», =] Ze), 
2,0 2,0 
alc 2,—a alt 2, 
2,0; 2. +, 
also auch 


Il2, 


im LeimQ(0, 43), x] < Lg, [0(0, a,), a). 


Nun ist nach (7. 14) 








n 112 nn 1 ıe| 
(7. 25) Lz+[0(0, a,), x] = d- Le: |Q(0, a), 7 —, 
Da r beliebig nahe an 0 gebracht werden kann und Le: [0(0, @,), x) eine stetige Funktion 
von & ıst, folgt 
(7. 26) lim Lerm[Q(0, a,), a) < Lg: [Q(0, a,). a). 
Macht man dagegen die Transformation 
(7. 27) 2, =, .=2, 
i so ergibt sich in derselben Weise, daß für genügend großes m 
(7. 28) > er" 
ist, und hieraus 
(7. 29) lim Z’?_[0(0, a,), a] > Z2*I0(0, a,), x) 
u mn @tlm) , ah A = WE, IN, Aa, A) 
Aus (7.26) und (7. 29) folgt (7. 19), w. z. b. w. 
Unter einem \-Kreis verstehen wir einen Kreis mit dem Mittelpunkt in ——— 
a COS MM 
und dem Radius —— ‚ der in der Ebene „= y liegt. (Die Punkte z, = ( und 
2 c0s d(y) os 





aa EBRR? 3 a 
ee nn ph 0, 


2; =R haben alle Kreisperipherien gemein.) Wir werden für die I-Kreise ın ihrer Ab- 
hängigkeit von #(y) und R die Bezeichnung \X[ #(y), R) benutzen. Dabei setzen wır 
Oly) + Pulp) 


\ auf der SD angegebenen Bedingungen 


voraus, daß für #(y) alle für 
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erfüllt sind. Unter einem $-Bereich verstehen wir den Bereich 


3=2%2=)7) = 230%), R], R = const. 


Durch die Transformation 


(7. 30) tu —ı_, i=2 


Ö 
geht der “%-Bereich in den Bereich &' = F36(,=y) u, T[d(y),z, ©] über, 
wobei der Randpunkt z!= R in den Punkt z2|= oo übergeht. Da nun die Trans- 


formation (7.30) in der Umgebung der Stelle z2,=0, 23= a, regulär ist und 
2) _ 4 ist, gilt nach (3,5) und (3. 12) 
— = 1 ist, gilt nac .5) un 
2, > 0(2,, 25) 5 


2, >70, 





(7. 31) Ly"[0(0, a), &] = Lgt [0(0, a,), &] , 


und nach dem Hilfssatz II stellt (7. 31) eine in 5,(9, + &, 9, — e) gleichmäßig stetige 
Funktion von a, und « dar. 


Ö ö 
Der Bereich &= 262, =y)=235[d,(y), dıly), el = Tldly), oe] geht 
durch die Transformation 


(7. 32) 2, =2%, Zu 


in den Bereich 


ea 


ne ö . - 
1.33) = 2&,=-y)=-ZUy),möi, Id)=Z My)ö=e 


über. 
Bezeichnet man von nun an mit ©) bzw. $%, einen bestimmten &'- bzw. %-Bereich, 
nämlich einen solchen mit den Winkeln 


(7. 34) AN) =- ZH), An)=— a): 

und mit R = 0 sin ß [wegen der Bedeutung von $ bzw. ö vgl. (7.2) und (7. 1)], so gilt 
(7. 35) Y<S<E 

und somit 


(7. 36) Ky,(21, 225 212) SZ Kalzı, 225 2,2) Ker(2ı, 2952125). 
Aus (7. 31) und (7. 36) folgt nunmehr, daß 
(7. 37) La [0(0, a,), «] 


existiert und (7.31) gleich ist. (7.37) ist somit eine in 5,(9, + &, 9, — e) gleich- 
mäßig stetige Funktion von & und a,. Führt man für die in (7. 32) betrachteten Größen 
die Polarkoordinaten 2, = Te‘® und 2, = te ein, so ist nach (7. 14) und (7. 32) 


2 R 
(7. 38) (=) 1? Kälte'®, 2,; te”, 2,) = T? KelTe?, 24; Te‘, 2], 


n 
= T®, = —®, „= 2. 


Da nun aus i>0 auch T—0 folgt und der Transformation (7. 32) die Transformation 
= —®, 2, = 2, entspricht, folgt aus (7. 38) der 
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Satz V. Für (o,a,) Werte aus 5,(9, + e, 9, + e) existiert L&°[Q(0, a,), &] 
und ist eine in 5„(9, + &, 9, — e) gleichmäßig stetige Funktion von & und a,. 

Aus dem Satz V und Hilfssatz III folgt nun eine wichtige Verallgemeinerung dieses 
letzteren, nämlich das 

Korollar I. Die Folge der Bereiche 


m m d m m m} m 
"= 2" ,=r)=2S5 N), |<" <<) 


Ri) 
konvergiere gegen den Bereich & = 3 ©&(z, = y) = - S[9,(y), 9,(y), 2] in dem Sinne, 


daß für jedes y 9”(y) %y) und 0" w gilt und zwar gleichmäßig in 9. Es gilt 
dann lim ZemL[0(0, a), &] = Lg”L0(0, a,), &]. 


m>» 
Bemerkung. 9,,m=1,2,3,..., bedeute eine Folge von ineinander eingeschachtelten Bereichen, die gegen einen 
Om 
Kernbereich $ konvergieren. Es sei&? der durch (7. 17a) gegebene Bereich und &' = 3 =[8,(), 8,(7), ©]. Es gilt 


7 
dann: lim L, +1Q(0, 4,),&) = Lat [9(0, a,), &] und zwar in, (9, + &, 9, — e) gleichmäßig in a, und x. Bezeichnen 
mon On 


wir nämlich mit f,,(2,) [f,,(@2) = 4, f},(@) > 0] diejenige Funktion, die $,, auf 9 abbildet und mit r(2,) die zu- 


m 


a. 9 
gehörige Umkehrfunktion, so geht durch: 2, = 2,2; = fm(2) der Bereich &), in €), = N S[”Xy ), 9"), ©] 
7 


über, wo 9y) = d,[r„(y)] bedeutet. Nach (1. 15) gilt L3,(@, %)= Im a Lzr Q, x). Nach einem bekannten 
Satz der Funktionentheorie gilt lim f„(2,) = 2, (und zwar gleichmäßig in 9); daraus folgt in Verbindung mit 3. aus 


MD 


dem Hilfssatz III die angegebene Limesbeziehung. 
Eine analoge Limesrelation läßt sich nach (7. 31), (7. 37) u. f. für die &-Bereiche gewinnen. 


S 8. 

21, 2, seien für den Punkt Q von ® normale Koordinaten, und wir nehmen wieder an, 
daß die Ebene z, = 0 mit der Berandung von ® ein Flächenstück 59 gemeinsam hat mit 
dem inneren Punkt z, = 0. Wir machen in diesem Paragraphen die Annahmen: 

1. 9 = B(z, = 0) ist ein Sternbereich, bei dem, wenn die Gleichung der Randkurve 


(8.1) R=h($), 2. = He, 
lautet, für A(9) die Lipschitzbedingung 
(8. 2) Ih(6) — AO) <A 10 —#| 


erfüllt ist. 
2. Wir setzen voraus (was sich durch einfache Transformation leicht erreichen 


läßt), daß für alle z,-Koordinaten |z,| < 1 gilt, und machen über die Schnitte ®(z, = 7) 
die Annahme, daß 


(8. 3) B(z, = y)< 79; 0<r<o, 





ist. 

3. Für jeden Schnitt ®(z, = y), der nicht leer ist, soll ferner eine Gerade g(y), 
die durch den Punkt z, = 0 geht, existieren, für deren Winkel 7(y) mit der positiven 
zj-Achse folgendes gilt: 

(8. 4) 7) -Pr)iseiy- ri, u> 0 

a | | | | 4 

(8. 5) Ay) +C!y|zlr <arez <a +Ply)—-Clyfiz!’; 

wenn z, einen beliebigen Punkt aus dem Schnitt ®(z, = y) bedeutet. 
Journal für Mathematik. Bd. 169. Heft 1. 
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Aus (8. 5) folgt insbesondere, daß der Schnitt ®(z, = y) nebst seiner Berandung mit 
Ausnahme des Punktes z, = 0 ganz auf einer Seite der Geraden g(y) liegt. Für diejenigen 
Werte von y, die zu $ gehören, ist nach 4 die Gerade g(y) die Tangente zur Berandung 
von B(z,=y) im Punkte z,=0. (Vgl. dazu die Abb. 9.) 

4.) Über die Schnitte ®(z,= y) machen wir ferner die Annahme, daß zu jedem 
abgeschlossenen ganz im Innern von 9 gelegenen Bereich $’ es eine positive (von y 
unabhängige) Zahl x gibt von der Art, daß sobald y zu $’ gehört in jedem Schnitt ®(z, = y) 
ein Kreis vom Radius x liegt, der die Berandung von ®(z, = y) in z, = 0 berührt. 

5. Es gilt ferner für %(y) die Ungleichung 


(8. 6) -a+ßPsPly)s-—P (#>0). 


(Es gibt also einen festen (von y unabhängigen S-Sektor) der mit jedem Schnitt ®(z, = y) 
nur den Punkt z, = 0 gemeinsam hat.) 


Unter diesen Voraussetzungen beweisen wir den 
Satz VI. Für jeden Bereich ® der angegebenen Art existiert bei der Annäherung 
A''(&) der Grenzwert 


(8. 7) L8°(Q, &) = lim |2, |? Ka(lzı, 225 21, 22). 


Beweis. Auf den Bereich 8 wenden wir die Transformation 


1 


(8. 8) 2, = 2: ,=(M1l- 2?) 2, 


1 
an und beweisen für den transformierten Körper ®: 

1. Es ist 

(8. 9) da = 0)> da, = y). 

2. Ist y?) ein Punkt aus $, so wird dieGerade g(y) auch die Berandung des Schnittes 


Blz, = y) in z, = 0 berühren, und der Schnitt ®(z, = y) liegt auf einer Seite dieser 
Tangente. 


1. folgt unmittelbar aus der Voraussetzung 2 
2. Ist 


(2.7) 22, = yl(Yı, 22, 23) 


die Gleichung der Berandungsfläche, so folgt aus den über y gemachten Voraussetzungen 
4 und 3, daß 


(Yı, 22, 2 
(8.9 a) Ye) = X(Yı, 22, 22) 


eine stetige Funktion der Veränderlichen %,, 2,, 2, ist. Nun ist für jedes y aus 9 
2y 1 
tgY(y) = lim — —H— = — | 
v. vr W199) 2x0, 9,7) 
und für den tg des Winkels der Tangente an die Randkurve von ®(z, = y) [die durch 


27, Yy [7 
1 


') An Stelle von 4 kann eine schwächere Voraussetzung gemacht werden, nämlich, daß zu jedem $’ eine Folge 
a 
von LT 1709) 9 » Om Om 


— 


= . . 7 gegeben ist] erhält man wieder unter Benutzung von (8. 9a): 
en; , 
1 u 


2 
u 





‚m=1,2,... gibt mit 9.>0, lim o„,=n, so daß für jedes y aus 9 


Mn 


n 
T, 712) F 5 + ms Om 





<B,= y) gilt. Vgl. dazu S. 36-87. 
?) Mit » bezeichnen wir im folgenden sowohl Punkte in der :,-, wie in der 2,-Ebene. 
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1 
(8. 10) lim = lim RE 
02% 0 rn Y x(6, Y; y)’ 
0 X\ Yu ” ) 1 
1 —37,1—27 


so daß die Gerade g(y) Tangente im Punkte z, = 0 an die Berandung des Schnittes 
B(z, = y) des transformierten Bereiches ist, womit der erste Teil von 2. bewiesen ist. 
Es sei 2, = rle®,z,—=y ein Punkt von ® und z, = re", z,=7 der ent- 


sprechende Punkt von ®. Es ist nun zu zeigen, daß ®(z, = y) auf einer Seite von 9(y) 
ı 
liegt. In Verbindung mit y — Y = yz folgt aus (8. 4) 


„ 


(8. 11) I’) - Pi)isciylizl|” 


Wir werden nun zeigen, daß für den Winkel x zwischen aa) und dem Strahl, der den 
Punkt z, = 0 mit dem Punkt z, verbindet, 


(8. 12) syn 
gilt, woraus der zweite Teil der Behauptung 2. folgt. Es ist nämlich 
= - FW) =Mm -?’v)+ Po) - PO), fo = alC 2], 
und somit 


|90 - Fr) - IP) - FI < <In - Fr)i+rr+1Pr) - PO)i, 
und die Ungleichungen (8. 11) und (8.5) ergeben (8. 12). 
Andererseits besteht nach (1.15) die rg 


1 
- 2 - - - - Be > 
(8. 13) 2, | Kal, 295 213 2) = |z, |” | Ku(z,, 2 2,3 2 2): 1 Pe 2, ı 


und somit genügt es die Behauptung des Satzes VI für den Körper ® zu beweisen. Es sei 
nun 9,(m = 1,2, 3,4,..... ) eine Folge von abgeschlossenen in 9 enthaltenen Bereichen, 


so daß 9, ganz im Innern von 9, ,, liegt, und die 9, den Bereich 9 ganz ausschöpfen. 


Mit 8” bezeichnen wir den Bereich !) 


(8. 14) Br - 3 Bz,=y). 


Ir 2s-Ebene. 
































Abb. 7. (Schematische Darstellung.) Abb. 8. 


Für den Körper 8” konstruieren wir: 


1) In der Abb. 7 schraffiert. 
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I. Einen Bereich 


Om Den 
(8. 15) er — 2 S"(z, = y) > 8” 


a NER 


TS 


von der im $7, S. 29 betrachteten Art, wobei der Sektor 

&"”(z, = y) = S[d9,(y), 9.(y), oJ] ein Halbkreis ist, bei dem der Durchmesser 

auf der Geraden g(y) liegt und der Radius oso groß genommen wird, daß 
(8. 16) EN, =y)>Ür= pr), yon: 


ist. Da ® beschränkt ist und ®(z, = y) nach 2. ganz auf einer Seite der Geraden g(y) 
liegt, ist diese Konstruktion offenbar möglich. Aus 5 folgt, daß die Forderungen 4 und 5 
des $ 7 erfüllt sind. 


II. Eine Folge von Bereichen 


KOERT ne pr? 
A ee 


(8. 17) gr” - Fern, =y), 
so daß für jedes m 
(8. 18) ar) _ gm) 
ist, und für die Winkel @„nvon &"” gilt: 


(8. 19) lim on = (= o,), 


n>ao 


und zwar bei festen m gleichmäßig iny y<9$,]- 


Es sei e, positiv und lim „=0. Da die Funktion %(y) gleichmäßig stetig ist, 


n>n 
gibt es ein n,, so daß in jedem Punkte y von 9, ein Kreis 8,7) mit dem Radius n, und 


Mittelpunkt in y gelegt werden kann, so daß innerhalb von $,,(y) gilt: 


(8. 20) )- <a) <Ay)+T, al). 5 





Wir können außerdem n, so klein voraussetzen, daß der Kreis K,(y) für jedes y 
n 
aus 9, ganz in 9,,, liegt. Nach Voraussetzung gehört zu jedem y’ aus 9,,,, also 





a fortiori aus 8, (y), ein Kreis mit dem Radius x„+1, der ganz innerhalb von B(z, = y’) 
Y’<R,(y)<9,;) hegt und die Gerade g(y’) berührt. Um so mehr enthält 


B(z, = y’) einen Sektor mit dem Öffnungswinkell = n— e, und dem Radius 
Imn = 2Xm+ı C08 ®r wobei für die Winkel 9” (y') und 9”(y’) des Sektors Hi 


BD (y') +9? (y') 


(8.21) Ey) - Ay) = om . =Ay)+z rd 








gelten soll. Man erhält somit für z,<$8,(y) nach (8. 20): 


Wa) Pla) + <Ulr)+ 
(8. 22) i 
Pa) Ya) +tr- F>Plry)- at, } 


* 
w\ u A u ai 





also 
(8. 23) I) <A) < my) < Plz), 2<8,(y); We. 


wenn 
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Y | 2,-Ebene. 





Tonr 2 Km 005 un 











> 
u \ 
> 


Abb. 9. 


NEON HT H En i 
(8. 24) 2 [N - HN) =r— 2m], 


NEN) -7 = l)tr— a 


gesetzt wurde. 
Bezeichnet man also mit S,„„(y) den Sektor mit dem Winkel #7”(y) und 92”(,) 


und mit dem Radius 


za — E& 
Tan = 2 Amti cos 9) n, 





so ist er für y’ aus 8,r) [y < 9, in B(z, = y’) enthalten!). Somit liegt der Pro- 
duktbereich 

(8. 25) Sn(y) = 8n,(r) x Smn(Y) 
ganz in ®”*», (Vgl. Abb. 7.) 

Kehrt man nun zum Körper 8” zurück und betrachtet die Schnitte 8” (z, = y), 


so entsprechen ihnen beim Körper ® die Schnitte ®fz,(1 — 2’) =y] von ® mit der 
1 


analytischen Fläche %,, die durch z,(1 — 2’) = y gegeben ist. Der Schnitt der Fläche 
ö, mit dem Produktbereich &,,(y) ist ein Flächenstück, das auf 3, liegt und von einer 
geschlossenen Kurve berandet wird. Diese Berandungskurve j, ist der Schnitt der Fläche 
d, mit R[&, (v)]- (RI. ..] bedeutet den Rand von...). f, setzt sich aus dem Schnitt 
von %&, mit 8,,(y) x R[Sm(y)] und mit {Smn(y) + B[lSmn(y)]} X RIR,,(y) zusammen. 
Die z,-Koordinaten des ersten Teiles von f, liegen entweder auf den beiden Strahlen 
rei), ei) [0 < r< 0] oder auf einem Kreis mit dem Radius z,,. Für die z,-Ko- 





1) Wenn an Stelle von 4. die in der Fußnote !) S. 34 angegebene Voraussetzung tritt, hat man das in der letzten 
Formel auftretende x,,,, durch @,.,, zu ersetzen. 
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ordinaten der übrigen Punkte von f, gilt (8.26). Wir werden nun zeigen, daß für die 
2)-Koordinaten der Punkte von f,, insofern sie nicht auf den oben angegebenen Strahlen 
liegen, die Ungleichung |z,| 2 0," > 0 gilt. Betrachtet man nämlich den Teil der Be- 
randung von &,„, dessen 23;-Koordinaten durch 

(8. 26) 2-Yy=n, 
dargestellt sind, so hat |z,! für Punkte des Kurvenstückes c, das durch den Schnitt 
von (8. 26) mit %, entsteht, ein 0 Minimum o,„"'). Wendet man nun auf 


1 
Sl2 1-27 n= Y< 8,1 -27)= pl 
die Transformation (8.8) an, so bekommt man 
Sun = Y)< da = y). 

Der Schnitt Sn(2,= y), der jetzt in der Ebene z, — y liegt, wird von den beiden Strahlen 
z, = rei) und , = — rei) und einem Kurvenstück c berandet, für das al 0, 
gilt; S.(% = = y) enthält also einen Sektor S[9”(y), #5” (y), On) mit 

(8.27) lim om = lim [9 (y) — 979(y)] = lim (n — 22.) = a. 


n>@ n>n n>n 


Definieren wir also den OON. 


(8. 28) a _ F Sm (z, = y) 
durch 
(8. 29) EN, = y)= Sy), I), On) 
so gilt 
(8. 30) er <<, 
und es ist außerdem wegen (8. 21), (8. 22)), (8. 24) 
(8. 31) lim AN), im9"y)=Yly)+r. 
Nach (8. 30) ist somit 
(8. 32) 12,1 Kam)(21, 2,3 27, 2 2,)= 12, ? Kam)(27, 25529 2,) S 12, |? Komn)(2,, 2,529 2,) 
und somit 


(8.33) L£im(Q, a) < Lfim(O, x) < Lgm(Q, «) < Im Leim(, 2). 


und da nach dem Korollar zum Satz V 








en 2 II 112 
(8. 34) lım Lemn(Q; x) = Lem(; &) 
NED 
ist, so existiert Läm(®, a), und es ist 
48 II2 
(8. 35) Läm(0, & %)= Leam(®; x). 
!) Setzt man nämlich „= y+, e'?, so ergibt sich für diese Schnittpunkte 
v ud eirP | 
jal=|1- a, - — ; 
| Zee u Ir 2057 








wegen der Beschränktheit von y die Existenz einer positiven unteren Schranke für |:,|. Bezeichnet man also: 
n” e ivp ) 

n 
RE I A 


= Omn’ 








n—E, 
On” 2%, 008 u 





so gilt für die z,-Koordinaten der Kurve c die Ungleichung |2,| 2 





BE Ne Te rn 





ER RET 


2 
# 
5 
# 
En 





IQ 


die) 


a Per if 








bt 








ei RÜBER RE ERSES EN ir Br 


EBENE N a We 


ET ER EEE 


FRE REN 





Bergmann, Über die Kernfunktion eines Bereiches und ihr Verhalten am Rande. 1. 


Auf den Bereich 8” wenden wir nun die Transformation 


(8. 36) ı=T, zum »=(1+p,)2% 
an. 8” gehe dann in ©” über. Wir wollen nun zeigen, daß man die Konstanten 
T 5 Tr P.(m = 1,2, 3,4, ....), so bestimmen kann, daß erstens 

(8. 37) limp, =, (8. 38) lim z, = 0 


ist und zweitens für jedes m 
(8. 39) > [>83 
oilt. 
1. Durch die Transformation 
(8. 40) .=A4, Z=eilt+tp)% 
geht 8” in gm über, und (nach 1) können wir p, so wählen, daß 
(8. 41) 32, =0)= (1 + Pu) N = 0)> Bla, = 0) 
gilt. Da lim B”(z, —= 0) = lim 9, = 9 ist, kann noch erreicht werden, daß (8. 37) be- 


steht. Es sei &„(&m > 0) eine Folge von Zahlen mit lim &„—= 0. Wir wählen nun die 


Mm>R 


Folge der z„ so, daß die z„ die Ungleichungen 


(8.42) max l 


| 


e„+ C Ip, 
Ply) + Em 


For rl Parl|_ u < min | 

’IPıYy) Hrn Em 2. 
(7-9) 

befriedigen, wobei die Konstanten C und u die in (8.5) angegebene Bedeutung haben. 


Da lim e, = 0, limp, = 0, y beschränkt ist und ferner nach (8.6) Y(y) <— ß, 


M>D MIR 


Y(y) +n> ß(ß> 0) ist, kann die Wahl der r„ so geschehen, daß gleichzeitig (8. 38) 
erfüllt ist. 


2. Wie früher bewiesen, existiert zu jedem Punkt y aus 9,, und zu jedem e, > 0 ein 


-sI1em -FD 
Y(y) "n+Yly) 














0,m*), so daß im Innern von B"”(z, = y) der Sektor S,— S[P(y) + &,, Fly) H — Eys Opm] 
liegt (siehe dazu S. 38). ®8 ist ein beschränkter Bereich; es existiert somit 
ein P, so daß für alle z,-Koordinaten aus ® |z,|<P gilt. Wir setzen nun 


I, = =. Durch die Transformation (8.36) geht dann der Sektor 5, in den Sektor 


S,= st + m)(Ply) + Em), (d+ m) (Fly) + — &m), Pl] über, der jetzt in der 
Ebene „= (1 +p,)y liegt. Da O8", = (1 + p,)r) = 8", = y) und somit 
N, =l+ Pm)y])> 5, ist, genügt es, um (8.39) zu beweisen, zu zeigen, daß 
(8. 43) S,> 82, = (1+p,) >] 
gilt. (8.4) ergibt 
8.4) Ply) —-Clp,y" sPli +p,)r) Ss?) +Clpur" 


Aus dieser Ungleichung in Verbindung mit (8. 42) folgt weiter 





!) Die 01m gewinnt man folgendermaßen: nachdem die Folgen $, und &,„ festgelegt sind, betrachtet man 
einen bestimmten $,-Bereich etwa $;,; setzt man nun für das auf den S. 36—38 auftretende «„ den Wert s, ein, so 
erhält man wie in der fußnote !) S. 38 das zugehörige ss: . 
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(8.45) 1+7)P(y)+e) SsYly) Clip," sPlli+p,)»); 
8.46) A+:)Py)+r-e2/ly)+Clp,y”"+r2Pli+p,)?r- 


Da nun für alle z, aus ® |z,| < Pgilt und in 2. (S. 34) bewiesen wurde, daß ® (z, = y) 
[y<$H] auf einer Seite der Geraden g(y) liegt (m. a. W. daß für jeden Punkt z, aus 


dm = y) 
?oy)szarcı, SsPly)+r 
gilt), besteht die Relation (8. 43), woraus nun (8. 39) folgt. 
Da für m, <m, B"< 8 gilt, also für jedes feste bh 

12, 1? Kam) (24 25 2125) Z 12, |? Kam) (21 253 223 2, 
ist, bilden die Laim) (Q, co) [m =1,2,3, 4, we eine Folge von Zahlen, die bei wach- 
sendem m nicht zunehmen. Nach Satz IV (S. 24) ist L&”(0,&)> 0, und da 8” <% 
und somit Läm(O, 2 La (0, &%) > 0 ist, folgt, daß lim Lam(0, &) (für ein festes «) 
existiert und einen positiven Wert hat. Nach (I. 15) ist 


| T z1+ tm j? Kam)(2, 2.5 Zu 2,) ®. 2, |? Kzm)(2,» 2,5 Zu 2,) 








(8.46) |2* |? Kymp(2*, 2%; 2#, 2%)= 








m Ser, = TH JH PR 
| 0(2,, 23) | 
woraus 
nm 1 ın & 112 112 
(8. 47) Lgml(; a) = [1 +7 ” (1 4 72 LO, (1 nY en > La (Q, &) < Lam, &) 


folgt. Wie in Satz III (S. 23) gezeigt wurde, ist Lam(Q; &) eine stetige Funktion 
von & und zwar gleichmäßig in m!). Aus (8. 37), (8. 38), (8. 47) und der Existenz von 
lim Lam(®; &) folgt somit die Existenz von Li (0, &). Nach (8.7) ist 2, = z, und so- 


MIR 





y m. 1 
mit = arctg 21 E“ —= arctg e =x; ferner gilt u “Harn = un (1 —z’)=1. So- 
2,0 
mit wird 
(8. 48) Lg (0,0) = Lg (0, ®), 


und aus der Existenz von LE (0, &) können wir auf die Existenz von Ly (0,) schließen, 
womit der Satz VI bewiesen ist. 


89. 

In dem vorliegenden Paragraphen werden wir Randpunkte Q eines Körpers ® be- 
trachten, bei denen die Randfläche im Punkte Q im allgemeinen keine Tangentialhyper- 
ebene besitzt. (Demgemäß wird dem Koordinatensystem hier nur die Forderung, daß der 
Punkt 0 der Koordinatenanfangspunkt ist, auferlegt.) Wie im folgenden gezeigt wird, 


ı) Die gleichmäßige Stetigkeit von Lam: &) ergibt sich auf Grund der Bemerkung auf der S. 33, wenn man 


berücksichtigt, daß 8”) ein &-Bereich ist. 

Wie ich nachträglich bemerkt habe, lassen sich die letzten Betrachtungen vereinfachen, wenn man an Stelle 
von (8. 36): 2 = 2, 2$ = fm(2,) setzt, wo fm(2,), die in der Bemerkung angegebene Funktion und r„(2,) ihre Um- 
kehrfunktion ist. Unter Anwendung des Satzes, daß lim r„(2,) (gleichmäßig in $) ist, folgert man aus dem Hilis- 

M>R 


B 

satz III, daß lim Like 9%) = LE”(Q,%) ist, wo &= I T|X(y) + > n,0o|, 0>0 bedeutet. Für: 9,(0) 
y 

+ESas 8.00) — e kann man auf Grund des Dinischen Satzes zeigen, daß die Konvergenz gleichmäßig erfolgt. 
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lassen sich auch bei diesen Punkten wichtige Klassen von Fällen aussondern, bei denen 
eine Aussage über das Unendlichwerden der Kernfunktion bei der Annäherung an 
den Punkt Q gemacht werden kann. Wir werden dabei die Annäherung A’’(a,, a,) 
bei den Betrachtungen dieses Paragraphen zugrundelegen. In der Arbeit: „Über die 
schlichten Bereiche in der Theorie der Funktionen von zwei komplexen Veränderlichen‘‘ !) 
wurden die bikonvexen Punkte betrachtet, deren Definition hier wiederholt werden soll: 
Eine analytische Ebene €, die durch den Randpunkt Q geht, soll für den Punkt @ in 
bezug auf den inneren Punkt P(a,, a,) von ® eine Trennebene heißen, wenn der durch 
den Punkt P und € gelegte lineare (dreidimensionale) Raum e so durch € in zwei Teile 
zerlegt wird, daß der eine Teil keine gemeinsamen Punkte mit dem Inneren von ® besitzt. 
Einen Randpunkt Q nennen wir in bezug auf Pbikonvex, wenn mindestens 
zwei verschiedene Trennebenen €, und €, in bezug auf P durch Q gehen. 
Die Aussage, daß der Randpunkt Q in bezug auf eine Menge (von Punkten) bikonvex 
ist, wird im folgenden stets so gemeint sein, daß Q@ in bezug auf jeden Punkt der 
Menge bikonvex ist und daß dabei die beiden Trennebenen, die durch Q@ gehen, 
dieselben bleiben. Es wird z. B., wie man leicht einsieht, ein Randpunkt Q, durch 
welchen zwei lineare Räume e, und e, gehen, die mit dem Inneren von B keine gemein- 
samen Punkte besitzen und deren Schnitt eine nichtanalytische Ebene bildet, in bezug 
auf das Innere von ® bikonvex sein. Die beiden analytischen Ebenen, die in e, bzw. &, 
liegen und die durch Q gehen, wird man dabei als die Trennebenen €, und €, benutzen. 
Das Korollar II der eben zitierten Arbeit besagt nun über das Unendlichwerden der 
Kernfunktion: 

Ist Q in bezug auf die, mit Ausnahme von Q selbst, im Innern von ® verlaufende Strecke 
PQ bikonvex, so gult 





m Dunn u 
9. 1) LE (0; a1, Q;) = lim (V a, |? Fe la, |? t)‘ Kala,t, Ast; a,t, ayt) n ud 
[en 256 


(t positiv), 
wobei e den Winkel bedeutet, den die beiden Trennebenen &, und &, miteinander bilden. 
Wir führen nun eine zweite wichtige Klasse von Randpunkten Q ein, nämlich die 
Sternpunkte, für die wir die Existenz von L% (0; @,, @,) nachweisen werden. 
Unter einen Sternpunkt soll ein Randpunkt @(0,0) mit folgender Eigen- 
schaft verstanden werden: Es existiert eine positive Zahl s,, so daß der 
vermittelst der Transformation 


(9. 2) = 88,, zu = 52, (s  $,) 
aus 8 entstandene Bereich 8, den Bereich ®B enthält. (Man kann leicht 
Sternpunkte angeben; z. B. ist — wie man sofort einsieht — ein Randpunkt Q@ mit 


folgender Eigenschaft stets ein Sternpunkt: Es gibt eine Hyperkugel $ mit dem Mittel- 
punkt Q(0, 0) und dem Radius r > 0, deren Randhyperfläche 5 den Bereich ® in zwei 
Teile zerlegt, ®, + ®,, wobei ®, (der Durchschnitt von ® und $) ein konvexer Bereich ist 
und die Verbindungsstrecke OP eines beliebigen Punktes ? von B,(= ® — 8,) den Durch- 
schnitt von ® und schneidet. Ist o_,, der Radius einer Hyperkugel um Q, die ® enthält, 


max 
0 : r 
so kann man dann s, = a nehmen.) Über das Verhalten der Kernfunktion in der Um- 


gebung von @ gilt der 


Satz VII. Bei der geradlinigen Annäherung A''(a,,a,) an einen Sternpunkt Q 
von B existiert 





!) Journ. f. reine u. ang. Math. 162 (1930) S. 262—270. 
Journal für Mathematik. Bd. 169. Heft 1. 
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(9.3) LB(Q; a1, 0) =lim(Yla,?+ jas|?t) Kolart, at;aıt,at) (> 0) 
>) 


und hat für festes a,, a, einen endlichen Wert. 
Beweis: Durch die Transformation 


2 = 52 2 = 52, (n ganz positiv) 
geht ® in ®,„ über, und es gilt nach (1.15) 
2 1 a, a 
(9. 4) Ka,n(aı, A945; 41,45) = FIIR: er ). 
0 

Da Q ein Sternpunkt ist, folgt nach (9. 2) 

(9. 5) B.>B.-ı 
und nach (1. 12) 


(9. 6) san Kulc: re %) — Ko,n(aı, Q,, 41, 4;) 





1 a. a a a 
< Kgn-1(41, 9, &,, 4) = za ll a u 
= B,n ı( 2 2) The ® a eh "al - Tie ’ 


1 


d.h. rel ..4 % 


—,—, —, [n ganz positiv] ist eine mit wachsenden r nicht zunehmende 
5 KH 


Zahlenfolge, woraus die Existenz von 


(9. 7) im 5 Kalt 22, Iı 4) 


nr. 0 0 0 0 
1 
1 ce ’ 
folgt. Ist nun .. = sat! (und somit -- > $,), 80 wird, da 81 > ®,n ist, 


t Kalaıt, agt; aıt, a,t) = Kg, (aı, Q,; Q,, a5) S Ka,n(aı, Q,; 41, 45) 


sein, woraus man nun in Verbindung mit der Existenz von (9. 7) die Existenz von (9. 3) 
erschließt, w. z. b. w. 

Ist nun ein Randpunkt Q ein bikonvexer Sternpunkt, so gilt also für jeden inneren 
Punkt P (a,,a,) von ® bei der Annäherung A'' (a,, 4,) 


(9. 8) 0<I8 (Q;0,0)<@, 
und Q ıst somit im Sinne unserer früheren Definition (vgl. S.9) ein Limespunkt vierter 
Ordnune. 


Herrn A. Plessner bin ich für mehrfache Ratschläge bei der Durchführung der vor- 
liegenden Arbeit zum Dank verpflichtet. 





Eingegangen 18. Februar 1932. 
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Algebraische Funktionen von zwei Veränderlichen. 
D. Doppelintegrale zweiter Gattung. 


Von Heinrich W. E. Jung in Halle a. d. Saale. 


Die Definition der Doppelintegrale zweiter Gattung stammt von Herrn E. Picard, 
ebenso die Definition der linearen Abhängigkeit solcher Integrale und die Bestimmung 
der Zahl o, der linear unabhängigen. Man vgl. E. Picard et G. Simart, Theorie des fonc- 
tions algebriques de deux variables ind&pendantes, I, II. Dies Buch wird im folgenden 
mit PS unter Angabe von Band und Seitenzahl zitiert. 

In dieser Arbeit wird die Zahl o, auf neuem Wege bestimmt, und zwar unter Aus- 
nutzung des Satzes, daß in einem algebraischen Körper einer Veränderlichen vom Ge- 
schlechte g die Zahl der linear unabhängigen Integrale zweiter Gattung gleich 2g ist. 
Ganz von selbst ergeben sich dabei, wie bei Picard, Sätze über einfache Integrale der 
dritten Gattung. 


I. Definition der Doppeldifferentiale zweiter Gattung. 


1. Die Definition. PS, II, 159 ff. 

Ein Differential T dxdy des Körpers K heißt von der zweiten Gattung, wenn es 
für jede Stelle $ von Ä zwei Funktionen G und H aus K so gibt, daß 

6G 06H 

in der Umgebung von S ganz ist, also die Form ®{u, v)dudv hat, wo PB eine gewöhnliche 
Potenzreihe der beiden Ortsuniformisierenden u, v ist. Es heißt dann 7 ein Integrand 
zweiter Gattung. 

2. Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit. 

Hat ein Integrand 7 zweiter Gattung die Form 

y © 
wo A und B dem Körper K angehören, so wollen wir sagen: 7 ist äquivalent zu 0,7 0. 
Sind T, und T, zwei Integranden 2. Gattung, so nennen wir sie äquivalent, 7, »T,, wenn 
T,— T,»0. Irgend » Integranden 2. Gattung T,, T,,..., 7, heißen linear abhängig, 
wenn es Konstanten ct}, Ca, . . ., c, gibt, die nicht alle verschwinden, so daß 
GT, +67, +: +0T,=(. 

Andernfalls heißen sie linear unabhängig. 

Unsere Aufgabe ist, zu zeigen, daß die Zahl der linear unabhängigen Integranden 
2. Gattung endlich ist, und diese Zahl zu bestimmen. 

3. Invarianz der in Nr.1 und Nr. 2 gegebenen Definitionen. 

Sind z,y und ebenso x’, y’ je zwei von einander unabhängige Funktionen aus Ä 


und setzen wir 
Adx + Bdy = A’ dx’ + B’dy, 








44 Jung, Algebraische Funktionen von zwei Veränderlichen. 


so sind A’ und B’ gleichzeitig mit A und B Funktionen aus K und es ist identisch 


0cA 0 0A’ oB' a 
(ar art ade = fay ae} er 


Daraus folgt: Die Definition der Integranden zweiter Gattung und die Definition ihrer 
linearen Unabhängigkeit ist invariant gegenüber birationaler Transformation. 


II. Darstellung der Integranden 2. Gattung. 


1. Verhalten in der Umgebung einer Unendlichkeitskurve. 

Das Differential 2. Gattung 7 dxdy werde längs der Kurve ® unendlich. Es sei 
C(x, y) die Projektion von & und es sei C von x abhängig. Eine der Lösungen von € = 0) 
sei © = x, und in der Entwicklung von T nach Potenzen von £— x, in der Umgebung 


von € sei a der Koeffizient von (e—x,)'. Es sei also mit anderen Worten a das Resi- 
duum von 7 dx für x = x, in der Umgebung von ®@. Da T von der zweiten Gattung ist, 
so gibt es zwei Funktionen G und H aus K, so daß das Differential (1) nicht mehr längs C 
unendlich wird. Wir denken uns G und H auch nach Potenzen von x — x, In der Umgebung 
von & entwickelt. Nun kann 0H4/0x die (— 1)-te Potenz von 2 — x, nicht enthalten. 


Ist daher g der Faktorvon (« — x,) "in der Entwicklung von G, so muß a = dg/dy sein, 
d.h. es muß das Residuum a von 7 dx der Differentialquotient einer algebraischen Funk- 
tion von y sein. Oder: es ist [ady eine algebraische Funktion von y. 


Es gibt dann immer auch eine Funktion A aus X, die längs € von der ersten Ordnung 
unendlich wird, während sie im übrigen in bezug auf x ganz ist, und deren Entwicklung 


in der Umgebung von € die Form hat A= g(e — x.) "+: (A, II, Nr. 43). Es fehlt 
dannin 7, = T — 0A/dy die (— 1)-te Potenz von 2— x,. Esist 7, = Tundeshat 7, dxdy 
keine Unendlichkeitskurven, die nicht auch 7 dxdy hätte, abgesehen von Kurven, deren 
Projektion von x unabhängig ist. Da entsprechendes für jede Unendlichkeitskurve von 
T dxdy gilt, deren Projektion von x abhängt, einschließlich derjenigen, deren Projektion 
x = ist, so folgt: 

Zu jedem Integranden zweiter Gattung aus K gibt es einen äquivalenten, der auch 
für y = konst, also im Körper Ä(y) ein Integrand zweiter Gattung ist. 

Aus dem ersten Teil dieser Nummer ergibt sich noch durch Vertauschen von x mit y: 

Es sei C eine Kurve, längs der y konstant, etwa gleich b ist. Ist dann 7 ein Integrand 
zweiter Gattung aus K, so ist das Residuum von (7 dx)dy für y = b in der Umgebung 
von & von der Form da, wo a eine algebraische Funktion von x ist, und zwar aus Ä(b). 

Ist daher y ein den Punkt 5 umschließender Kreis der y-Ebene und %k ein Perioden- 
kreis von K(y), so ist 


PIHT dyydz = 2ridda=0. 
k y k 


Es seı im besonderen % ein invarianter Kreis. (B, Nr. 10). Dann bleibt k ungeändert, 
wenn y den Kreis y durchläuft. Wir können ferner y so klein wählen, daß k keinen Un- 
endlichkeitsstellen von 7 dxdy auszuweichen braucht, wenn y den Kreis y durchläuft. 
Es können dann die beiden Integrationen über y und k vertauscht werden. Wir erhalten so 


BIP T day dy = Puty)dy= 0. 


Dabei ist w(y) die zu k gehörende Periode von [T dx. Daher haben wir: 

Ist T ein Integrand zweiter Gattung aus Ä und ist w(y) die zu einem invarianten 
Kreise gehörende Periode von [7 dx, also eine rationale Funktion von y, so hat das Diffe- 
rential w(y)dy kein Residuum., 
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2. Verhalten ın der Umgebung eines Punktprimteilers. 

Es sei ® ein Punktprimteiler, längs dessen das Differential zweiter Gattung 7 dıdy 
unendlich wird. Es sei 5 eine Stelle, durch die ® geht. Die Ortsuniformisierenden seien 
u und v und es sei u die zugeordnete Funktion von ®. In der Umgebung von $ ist 
T dxdy = T(u, v)dudv, wo ZT der Quotient zweier gewöhnlichen Potenzreihen von u, » ist. 
Wie in der vorigen Nummer, folgt: 

Das Residuum von (u, v)du für u = 0 muß der Differentialquotient einer alge- 
braischen Funktion von v nach v sein. 

Es sei z. B. der Körper K durch 2? = x* + y? definiert. Dann ist das Differential 
:=!dxdy nicht von der zweiten Gattung. Wir haben nämlich in der Umgebung von 
xz=y=0 folgende Uniformisierung 








dedy_ dudv 

S uyi + vi 
Das Residuum von {T dv}du für u = 0 ist also in diesem Falle (1 + v*)"3dv und das 
ist nicht das Differential einer algebraischen Funktion von v. 

3. Die Integranden zweiter Gattung als Funktionen aus K(y). 

Es seien R,, Rs,..., Ag, 2q linear unabhängige Integranden zweiter Gattung des 
Körpers K(y). Sie seien so gewählt, daß die Differentiale R,dxdy im endlichen überall 
endlich sind. Wenn ferner in der Entwicklung von A, nach Potenzen von y in der Um- 
gebung von y= » das Anfangsglied gleich r;y°* ist, so sollen die r linear unabhängige 
Integranden zweiter Gattung des Körpers M = K(») sein (A, II, Nr. 11). Diejenigen 
Werte von y, für die die R; linear abhängig werden, haben wir Ausnahmewerte genannt. 
Ihre Zahl ist endlich und sei mit N bezeichnet. Diese Werte von y seien b,, b,, . . ., dx. 
Die R; seien so gewählt, daß die Zahl N möglichst klein ist. Dann sind wahrscheinlich 
die d; die singulären Werte von y, d. h. diejenigen, für die das Geschlecht des Körpers 
K(y) kleiner ist als . Auf jeden Fall aber sind diese singulären Werte unter den 5; 
enthalten. 

Wir bezeichnen die Matrix, die in einer Spalte die 2qg Funktionen A; enthält, mit A. 
Es ist dann jeder Integrand zweiter Gattung aus Ä(y) in der Form gR + ©Q/0x darstellbar, 
wo g eine Zeile von 2g rationalen Funktionen von y ist, während Q eine Funktion aus Ä 


ist. Ferner besteht eine Gleichung 


oR 08 
(3) zitmng 


z=u, y=uw, z=u?!yil + vw, 


wo c eine quadratische Matrix von rationalen Funktionen von y ist, während $ eine Spalte 
von 2qg Funktionen aus Ä ist (A, II, Nr. 2). 

Da es nach den Ergebnissen der vorigen Nummer zu jedem Integranden zweiter 
Gattung aus Ä einen äquivalenten gibt, der ein Integrand zweiter Gattung aus Ä(y) ist, 
so folgt: 

Jeder Integrand 7 zweiter Gattung aus Ä läßt sich in der Form 
cB 
ey 
darstellen, wo i eine Zeile von 2g rationalen Funktionen von y ist, während A und B dem 
Körper K angehören. 


0A 
ul 222.5 


Ferner: 
Es genügt, alle Funktionen der Gestalt 
(4) T=1tR 


zu betrachten, wenn man eine Gesamtheit von Integranden zweiter Gattung aus Ä haben 
will, von denen alle anderen linear abhängen. 
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Es ist aber nicht jede Funktion der Form (4) ein Integrand zweiter Gattung, und 
wenn sie es ist, so kann sie zu Null äquivalent sein. Es sind also die beiden Fragen zu 
beantworten: 

Erstens: Wann ist eine Funktion der Form tR zu O0 äquivalent ? 

Zweitens: Welchen Bedingungen muß t genügen, damit tR ein Integrand zweiter 
Gattung ist ? 

4. Funktionen der Form tR, die zu Null äquivalent sind. I. 

Es sei h eine Zeile von 2g rationalen Funktionen von y und es sei AR (0, so daß 
06G ©6H 


(5) hR= Zu 2 





Wir unterscheiden zwei Fälle: I. G ist in Ä(y) ein Integrand zweiter Gattung. II. G ist 
in K(y) ein Integrand dritter Gattung. Zunächst behandeln wir nur den Fall I. Dann ist 
ne 6G, 

Setzen wir H* = gS, so folgt wegen (3) 


w 026, 0H* °H 





Führen wir also die Bezeichnungen 


G u a ne =; H’uH 
ein, so wird in Verbindung mit (5), (6) 
0G*  0H* a 
AR= z "yaelr (g + ge), 


so daß man von vornherein in (6) G, = 0 annehmen kann. Also: 
Im Falle I ist dann und nur dann AR = (0, wenn h die Form 


(7) h=g'+gc 
hat, wo g eine Zeile von 2g rationalen Funktionen von y ist. Es ist dann 
06G 06H 
(8) ls A: "Auae G=gR, H=gS. 


Den Fall II werden wir erst später in IV, Nr. 1 behandeln. 


III. Reduktion der Integranden 2. Gattung. 


1. Reguläre endliche Werte von y. 

Es sei T=1R ein Integrand zweiter Gattung. Nach II, Nr. 4 ist Tm(t—h)R, 
wenn h = g’ + gc. Wir haben daher die Möglichkeit it durch Subtraktion eines Systems h 
von der Form g’ + gc zu vereinfachen, ohne 7 wesentlich zu ändern. Es sei a ein endlicher 
Wert von y und kein Ausnahmewert. Ferner sei &(y — a)” das Anfangsglied in der Ent- 
wicklung von t nach steigenden Potenzen von y— a. Dabei sei « nicht 0. Dann sagen 
wir, die Ordnung [?] von tist x füry = a. Da a regulär ist, so ist die Matrix c in (3) ganz 
füry=a. (A, Il, Nr. 11, gegen Ende.) Setzen wir also, wenn A >41, 

& 1-1 

Fe 7 5 Zu 
so ist das Anfangsglied von h gleich «(y — a)”, d. h. gleich dem von t, und i— h hat eine 
kleinere Ordnung als t. So können wir fortfahren, bis wir zu einem zu 7 äquivalenten 
Integranden 7, = sR kommen, bei dem die Ordnung von s für y = a höchstens gleich 1 
ist. Ist s=o(y— a)” + - -, undwird R für y = azur, so ist der Faktorvon (y — a)" 


’ g' rag aly — a)’, 
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in 7, gleich or und dieser muß nach II, Nr. 1 die Form de/dx haben, wo e eine algebraische 


Funktion von & ist, so daß 

(9) Fan t+an+ torte. 

Da aber a ein regulärer Wert von y ist, so sind die 2q Integranden zweiter Gattung r; des 
Körpers K(a) linear unabhängig und aus (9) folgt a = (0. D.h. das System s ist ganz in 
der Umgebung von y = a. 

Ergebnis: Wir können uns auf solche Funktionen 7’ =tR beschränken, wo t für 
jeden endlichen Wert von y, der nicht Ausnahmevwert ist, ganz ist, so daß die 2g rationalen 
Funktionen t; im Endlichen höchstens an den N Stellen 5b; unendlich werden. 

2. Die Ausnahmewerte von y. | 

Es sei b ein Ausnahmewert von y. Wir zeigen zunächst, daß für genügend großes / 
die Ordnung [h] von h = g’ + ge mindestens gleich 4 — 1 — n ist, wenn die Ordnung [g] 
von g gleich A ist, wobei n eine von 5, aber nicht von A, abhängende Zahl ist. Es sei «& 
die Ordnung von c für y = b, was bedeuten soll, daß x die kleinste positive Zahl ist, für 
die (y— b)*c ganz ist. Wenn & = 0), wenn also c ganz ist, ist die Behauptung klar, und 
zwar mit n = 0. Nach steigenden Potenzen von y—b entwickelt, sei 


(10) ce= oly—b)" + cly — ee +0, 
(11) = y—b)’ + Hy) +, +, 
so daß 
aa) WR HAN) A 1uW—bt—-- 
+ {8060 + (gocı + 8160) y—b) + }y— bb)". 
Es sei erstens «x =1. Dann ist [kA] < 4 + 1 dann und nur dann, wenn 
(13) golc — Fe) = 0, 


wo e die Einheitsmatrix der Ordnung 2g ist. Hieraus folgt |o—Ae|=0. Da diese 
Gleichung für A nicht identisch erfüllt sein kann, so hat (13) für genügend großes 4 sicher 
keine Lösung. Damit ist unsere Behauptung für x = 1 bewiesen, und zwar mit n = (0. 

Es sei zweitens « > 1. Soll [Rh] < A + 1— n sein, so müssen auf der rechten Seite 
von (12) die Koeffizienten der Potenzen von y — b von der —(x — 1)-ten bis einschließlich 
der n-ten verschwinden. Wir erhalten so Gleichungen für die ersten Systeme g; und für 
die Zahl 3. Die ersten x — 1 dieser Gleichungen sind von A unabhängig. Wir bezeichnen 
ihre Gesamtheit mit G, und die der übrigen 7 + 1 mit G,. Da die Differentialgleichung 
g‘_ +gce= 0 zur Fuchsschen Klasse gehört, (A, II, Nr. 3), so hat sie in der Umgebung 
von y = b mindestens eine Lösung der Form (11), andererseits aber nur eine endliche 
Anzahl. Daraus folgt, daß die Gleichungen G, immer eine Lösung haben, daß aber die 
Gleichungen G, sich nur für eine endliche Zahl von Werten des Exponenten A be- 
friedigen lassen, wenn nur n genügend groß gewählt ist. Wenn daher A nicht gleich 
einem der möglichen Werte ist, wenn also z. B. A genügend groß ist, so sind die Gleichungen 
G, unlösbar. I. a. gibt schon die erste der Gleichungen G, eine Bedingung für }, sodaß 
man n=0( wählen kann. 

Das Ergebnis können wir in folgender Form aussprechen, wobei wir Adurch 4 + 
ersetzen: Soll die Ordnung [h] von = g’ + ge für y = b höchstens gleich A + 1 sein, 
so darf die Ordnung [g] von g höchstens A + n) sein, wenn nur A genügend groß ist. Dabei 
ist 7 eine nur von dem Verhalten der Matrix c in der Umgebung von y = b abhängende 
Zahl. Ist andrerseits [g] = A -+ n, so kann man erreichen, daß [}] <# +1. Die Zahl 
der hierzu zu erfüllenden linear unabhängigen Bedingungen sei e. 
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Die zur Stelle 5, gehörenden Zahlen n, e seien n,, &. 

3. Der Wert y= =. 

In der Umgebung von y= » sei 

(14) R=ny% +... = sy +... ,g= yvayH-..., 
Es sind dann (vgl. II, Nr. 3) die r; linear unabhängige Integranden zweiter Gattung des 
Körpers K(®©). Aus der k-ten der Gleichungen (3) folgt 

— —(c —c0 ds o 
0,7, y® a ya RL... + ur". 

Da dies eine Identität ist, so müssen unter anderem die Anfangsglieder links und rechts 
dieselben sein. Das darf aber keine lineare Gleichung zwischen ds;/dx und den r; ergeben, 
da die r; linear unabhängig sind. Daraus folgt: 

1. Wenn & =0, 9 — ou S—2; 

2. Wenn Ok + 0, Orr = R Yık — O6, 0, Ok <s 0% — 2, l + k. 


Es ıst daher 

(15) GHZ 09—0, +2, wenn g,=0 oder wenn 0, #0 und !+k; 

9%, = 1, Yu = Q, wenn 9 #0. 

Unter [7] verstehen wir die Ordnung des Unendlichwerdens der Funktion T =1!R 
für unendlichesy. Soll [7] s u sein, so muß [z] S u — o, sein. Ebenso muß [h,] S u — o; 
sein, wenn [AR] S u sein soll. Nun sei 

gl=0—oa+1 ae g=yymarı ne. 

Dann ist 

(16) gl=0—n a =0— ar +1— 0. 
Für 0, #0 folgt hieraus wegen (15) 

goal se—a—1l, k+l [al =0— a. 

Die höchste in h, vorkommende Potenz von y ist daher die (ao — o,)-te und diese kommt 
in den Summanden g; und g, c, vor. Ihr Koeffizient ist y,(o + 1) und also sicher nicht 0, 
wenn 0 >(. 

Für og, =0 ist nach (15), (16) 

[g ) so — a —1. 

Daher enthält in diesem Falle nur der Summand g/ von h, die (o — 0,)-te Potenz von y, 
während sonst nur kleinere Potenzen vorkommen. 

Das Ergebnis ist: Es ist [y] Su —o für !=1,2,...,2g dann und nur dann, 
wenn [gg] Su—o +1 für k=1,2,..., 2q. 

4. Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse. 

Wir setzen 

ey) = y—b)(y— be): (y— br), 


N 
Yu) = Wh)" ya)" yon)”, Im 


wo die n, diein Nr. 2 eingeführten Zahlen sind. Wollen wir alle Funktionen 7 = tR haben, 
für die [t] < A an allen Stellen d; und [7] < u für y = », so haben wir zu setzen 


(17) 


= u wo z, ganz und [„] SNA+u— 09. 
Die Zahl {t} der in gewöhnlichem Sinne linear unabhängigen Funktionen 7 dieser Art ist 
2q 
(18) = 2[Ni +u—a+1]. 


Unter den ti gibt es Systeme, die wir mit Ah bezeichnet haben, die von der Form 
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g'’ + ge sind. Soll [A] s A an den Stellen b; und [AR] Ss u für y= » sein, so müssen 
die g; die Form haben: 


Yı(Y) 


Typ) 


Die Anzahl der linear unabhängigen Funktionen AR sei {h}. Diese Zahl ist nicht gleich 
der Zahl der linear unabhängigen Funktionssysteme g,. Ist nämlich x die Zahl der zu X 
gehörenden linear unabhängigen totalen Differentiale erster Gattung und ist p, das Ge- 
schlecht desjenigen Unterkörpers X, von K, der die nur von y abhängenden Funktionen 
enthält, so gibt es genau 2(x — p,) linear unabhängige rationale Lösungen der Gleichung 
g’+ge=0, (B, Nrn. 4, 14), so daß {h} um 2(n — p,) kleiner ist als die Zahl der linear 
unabhängigen g,. Bedenken wir noch, daß an der Stelle b,; die g, noch e; Bedingungen 
genügen müssen, (vgl. Nr. 2), so folgt 





o y, ganz und [y]) Ss (/—1)N\ + n+u—o, +1. 


N 


2q 
19) = SA NN + ta +2) Ur—p)—S ei. 
Aus (18) und (19) folgt 


N 

20)  d=-W-H=2N—n—1)+2a—p)+SFa, 
wo oe’ zur Abkürzung für die Differenz ft} — {h} eingeführt ist. 

Die Zahl 0’ ist noch nicht die Zahl der linear unabhängigen Doppeldifferentiale 
zweiter Gattung, und zwar aus folgenden Gründen nicht. 

1. Es kann Funktionen hR geben, die äquivalent Null sind, ohne daß A die Form 
g’ + gc hat. Fall II in II, Nr. A. 

2. Die Residuen von (tRdx)dy für y= b; und y = & müssen Differentiale algebrai- 
scher Funktionen von & sein. 

3. Esmuß T = tR in bezug auf die Punktprimteiler gewissen Bedingungen genügen. 
(II, Nr. 2). 

Die gesuchte Zahl o, der linear unabhängigen Integranden zweiter Gattung ist daher 
1. a. kleiner als o’, auf jeden Fall aber endlich, da o’ von Ä und u unabhängig ist. 


IV. Totale Differentiale dritter Gattung. 
1. Funktionen der Form tR, die zu Null äquivalent sind. II. (Fall II aus II, Nr. 2). 


Es sei 
0G cH 
a AR= a, — 55 


und es sei G ein Integrand dritter Gattung im Körper Ä(y). Da ©G/öy wegen (21) in Ä(y) 
ein Integrand zweiter Gattung ist, so müssen die Residuen von Gdx als eines Differentials 
von K(y) konstant sein. Sind umgekehrt alle Residuen von Gdx konstant, so ist 0G/dy 
in K(y) ein Integrand zweiter Gattung, so daß eine Gleichung der Form (21) besteht. 

Es sei & ein Kurvenprimteiler, und zwar der Einfachheit halber keine Verzweigungs- 
kurve. Die Projektion C(x, y) von € hänge nicht nur von y ab. Ferner sei &,, Ey» - -, &n 
eine Basis für die Vielfachen von (3€)”'. Eine Lösung von C(x,y) = 0 sei x, und das 
Anfangsglied in der Entwicklung von &; nach Potenzen von x — x, in der Umgebung von 
€ sei (2 —x,)”'. Dann läßt sich jede Funktion des Koeffizientenkörpers, d.h. des 
Körpers €, also auch die Zahl 1 in der Form 


m Y,% + Yafg ua I En 
darstellen, wo die y, Funktionen des Körpers C(x, y) = 0 sind. Die y, können und wollen 


wir als rationale Funktionen von y und als ganze rationale Funktionen von x wählen. 


Dann hat die Funktion 
Journal für Mathematik. Bd. 160. Heft 1. ‘ 
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Qeytrnt ru, 
die Form 
DO 

gem’ 
wo der Divisor O in bezug auf x ganz ist. Und es ist das Residuum von Qdx an € gleich 1. 

Es sei A = (6, M) die Zahl der Schnittpunkte von & mit einer Kurve M,. Dann 
hat Qdx als Differential von X(y) für endliches x an A Stellen Residuen, die alle gleich 1 
sind. Der Körper K(y) kann bei beliebigem 4 zerfallen, etwa in die n, Körper 
KK”, ..., K®, deren jeder vom Grade » = n/n, über dem Körper (x) der ratio- 
nalen Funktionen von & ist. (C, I, Nr. 8.) Entsprechend zerfällt die Kurve M, in n, 
Primkurven M”’, M®,...,M”. Da die Körper K“ und ebenso die ihnen entspre- 
chenden Kurven M® dadurch in einander überführbar sind, daß man y geeignete ge- 
schlossene Wege durchlaufen läßt, so verteilen sich die A Schnittpunkte von € mit 
M, gleichmäßig auf die Kurven M®, so daß A durch n, teilbar wird. Es sei A = nzu 
und (8, MP) = u. 

Wir bezeichnen Q auch mit 0, und die konjugierten Funktionen mit Q,,..., Q, 
Die Bezeichnung sei so gewählt, daß die ersten » der Q, konjugierte Funktionen des 
Körpers K" sind, die folgenden » dem Körper K'® angehören usw. Für z—= ® habe 
Q,dx das Residuum g,. Da die Summe aller Residuen von Odx in jedem der Körper K” 


verschwinden muß, so gilt 
hv 
(22) e, ;+tu=ß, h=1,2..4 Rs: 


i=/h—1)»+1 





Q= 


Wir setzen 
hr 


>) Wer er e — q, 80 dB I =-0, h=12...n. 

Es werde der Verzweigungsdivisor 8 als Divisor von K(y) mit 3 bezeichnet und es 
sei &= (1,69 - . .,6n) eine Basis für die Vielfachen von 3”! in Ä(y). Wir bezeichnen {; 
auch mit {1 und die konjugierten mit £g;,.. .,ön:, und zwar in der Weise, daß die i-ten v 
dieser Funktionen dem Körper K” angehören. Es sei das Anfangsglied der Entwicklung 
von ö,; in der Umgebung von x = gleich a," und die Basis sei so gewählt, daß 
au) #0. Esist dann 0; > 0, und zwar sind genau n, der Exponenten o; gleich 0, etwa 
die n, letzten. (Man vgl. Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Variabeln, (1902), 14. Vorlesung, $ A. Es ist zu beachten, daß hier der Körper einer 
Variabeln, nämlich ÄX(y), in n, Teilkörper zerfällt.) Wir können die letzten n, Funktionen 
£; konstant wählen, etwa so, daß jede von ihnen in einem der Körper K® den Wert 1 hat 
und in den anderen gleich O ist. Die letzten n, Spalten von £ und ebenso von (ay) ent- 
halten dann jede » Einsen und im übrigen Nullen und in jeder Zeile dieser n, Spalten ist 
eine Eins und sonst Nullen. 

Die Spur von {; in K” sei mit Sn(&x) bezeichnet. Für k>n—.n, ist bei unseren 
Festsetzungen die Spur O0 oder v. Fürk Sn—.n, ist S, eine rationale Funktion von r, 
und zwar eine ganze, da £; für einen endlichen Wert a von x höchstens wie eine echt 
gebrochene Potenz von (e— a)”" unendlich werden kann. Da aber £, und alle dazu kon- 
jugierten Funktionen für x = oo verschwinden, so ist S,(&,)=0 fürk £n—n,. Wir 
haben daher bei passender Wahl der Bezeichnung 


S(&,) = 0 für k <n—ny, Saln-n,.4ı) -[ 
(kh=1,2,...,ns) 


vfürl=4h, 
0 fürl+A. 
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und als Folge davon 
hv hr 


v fürl=hH 
ik = Ü <s u , i,n—n,t+I — . i 
in; ch AR dk ee Br er lo für I + h. 


—1)’#--1 
(kh=1,2,...,N) 
Da |au| #0, so läßt sich jede Funktion des Körpers 8, (e = »), also auch die 
Funktionen a; in (23), in der Form darstellen 


a; = AgıSı 7 Ap2S2 4°" Tr AmSn 
wo die s; rationale Funktionen von y sind. Aus (24) und (23) folgt, daß die n, letzten 
der Funktionen s; identisch Null sind, so daß 
a = AyıSı + AgeS2 7 "4 Akınn, Sun, 
Setzen wir daher 
A= satte, +5,72 & +: + Sn anne, 
so sind die hier auftretenden Exponenten ;— 1 alle positiv oder 0 und es hat Ad für 
unendliches x die Residuen a. Es hat daher (0 — A)dr, das mit Pdx bezeichnet sei, 
wegen (23) für z= » in jedem Blatt das Residuum — u/v = — #A/n. Ferner ist A 
bis auf Punktprimteiler und bis auf Primteiler, längs deren y konstant ist, ein Vielfaches 
von 3", so daß P die Form hat 
a 
Cze’Mm’ 

wo Ö in bezug auf x ganz ist. Es hat Pdx in Ä(y) nur konstante Residuen, und zwar das 
Residuum 1 an den / = (6, M,) Schnittpunkten von € mit M, und das Residuum — #/n 
an den rn Stellen, die bei x = o liegen. 

Es seien @,, &,,..., €, eine Reihe von Kurvenprimteilern, längs deren y nicht 
konstant ist. Es sei 4 = (&;, M) und es sei P; eine Funktion der Form 

9: 
gt mei 

wo 9, ganz ist in bezug auf x. Ferner habe P; dx in K(y) an G; das Residuum 1 und bei 
z= » in jedem Blatte das Residuum — /;/n. Wir setzen 


PBENEIZ EL el, 2,000 Di 
Fi /9 

Es ist A, dx ein Differential dritter Gattung in Ä(y) mit den Residuen 1/4; und — 1/2, 
an &; und @,. Da diese konstant sind, so ist 0 A,/0y - dx von der zweiten Gattung, so daß 
eine Gleichung der Form 
cA cB:; 
ET "7 
besteht, wo die B; Funktionen aus Ä und die hu rationale Funktionen von y sind. Wir 
setzen 

(26) wehnRıt+heßs+-- + ua 
Es sind, wie aus (25) hervorgeht, die u; Integranden zweiter Gattung. Wie aus den Un- 
tersuchungen des Abschnittes II hervorgeht, gibt es nur eine endliche Zahl von linear 
unabhängigen Integranden zweiter Gattung der Form tA, die sich nicht in der Form 
cG/&y — ©H/ex darstellen lassen, wo G=gR,H=hS, wo also Gdx ein Differential 
zweiter Gattung in Ä(y) ist. Daraus folgt: 

Ist die Zahl s und sind die Kurven €; passend gewählt, so gilt: Es gibt keine Kon- 
stanten c;, die nicht sämtlich verschwinden, so daß 


P 





i 


(25) =huRı +haR, +: + hi,2e Reg 


z®’ 
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26 aH 
&° uY % 


wäre, wo G und H dem Körper K angehören und G ein Integrand zweiter Gattung von 
K(y) ist. Ist aber @,;ı irgendeine (s + 2)-te Kurve, so gibt es Konstanten c;, die nicht 
alle Null sind, so daß 


2 06G 65H 
(27) Zi 


i=1 
wo G die eben angegebene Eigenschaft hat. 
Hieraus ergibt sich dann weiter, daß die Zahl derjenigen linear unabhängigen Inte- 
granden zweiter Gattung der Form AR, die äquivalent 0 sind, die sich aber nur so in der 
Form 0G/öy — 0H/öx darstellen lassen, daß G ein Integrand dritter Gattung in Ä(y) 
ist, gleich s ist. Der Grund 1 in III, Nr. 4 bewirkt also, daß o, um s kleiner wird als o’. 
2. Totale Differentiale dritter Gattung, I. 
Setzen wir 
GA + @Ag +‘ +0ı Ayı -CG=P, 
aBı taB+ + sn Bn—H=Q, 
so wird nach (25), (26), (27) 
P_ 0, 
0  y 


’ 


so daß 

dw = Pdx + Qdy 
ein totales Differential wird. Da A; längs @; und @, unendlich wird, G aber nicht, so kann 
P nicht identisch Null sein. Ist ferner c; nicht Null, so wird dw längs ©; von der ersten 
Ordnung unendlich. Daher ist dw ein totales Differential dritter Gattung. 

3. Totale Differentiale dritter Gattung, II. 

In der vorigen Nr. sind wir auf einem Umwege zu einfachen Integralen dritter 
Gattung gekommen. Wir wollen sie jetzt unmittelbar betrachten und die Ergebnisse 
vervollständigen. Vgl. A, II, Nr. 4. 

Es sei w= [Pdx + Qdy ein Integral dritter Gattung, das längs der Kurve 
logarithmisch unendlich wird. Es sei zunächst @ nicht Punktprimteiler und es sei C(x,y) 
die Projektion von €. Es enthalte C die Veränderliche x und es sei x = x, eine Lösung 
von C=0. In der Umgebung von @ ist dann, nach Potenzen von 2 — x, entwickelt, 

w= alog «—2,) + Pı@— a), 
wo P, eine Potenzreihe von © — x, ist, die höchstens eine endliche Zahl von negativen 
Potenzen enthält. Da dw ein Differential des Körpers X ist, so muß a konstant sein. Es 
heißt a das Residuum von dw an &. Entwickeln wir nach Potenzen von C, so haben wir 
w=alogC(x,y) + Pz(C), dw = 7 + P; dc. 

Ist € ein beliebiger Primteiler, also vielleicht ein Punktprimteiler, so sei S eine 
Stelle, durch die @ geht, aber keine andere Unendlichkeitskurve von w. Ist C(u, v) die 
zugeordnete Funktion von € für die Stelle 5, so ist in der Umgebung von $ 


w= alog &(u, v) + Ölu,v), dw=a T +6, du + ©, dv, 


wo ® eine gewöhnliche Potenzreihe von u, vist. Auch hier ist a konstant und das Residuum 


von dw an ®. 
Da die Residuen konstant sind, so ergibt sich, in gewissem Sinne als Umkehrung 





























ıt 
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zu dem Ergebnis der vorigen Nr.: Ist dw = Pdx + Qdy ein totales Differential dritter 
Gattung, so ist 0&P/0y ein Integrand zweiter Gattung in K(y). 

Wir können daher den gegen Ende von Nr. 1 bewiesenen Satz in folgender Form 
aussprechen: Lassen wir die Punktprimteiler und diejenigen Kurvenprimteiler außer 
acht, längs deren Projektion y konstant ist, so gilt: Ist die Zahl s und sind die s +1 
Kurvenprimteiler @,, €,,...,@, passend gewählt, so gibt es kein einfaches Integral 
dritter Gattung, das nur längs dieser Kurven logarithmisch unendlich würde. Ist aber 
®B eine (s + 2)-te Kurve, so gibt es ein einfaches Integral, das längs ® und längs aller 
oder einiger der €; logarithmisch unendlich wird. Wir vervollständigen dies Ergebnis, 
indem wir die zunächst nicht berücksichtigten Primteiler auch beachten. 

Es seien P, und ®, zwei Kurvenprimteiler, längs deren y konstant ist. Es sei etwa 
y= a; längs ®$;, wobei a, = a, nicht ausgeschlossen sein soll. Es seien aber a, und a, 
keine Ausnahmewerte von y . Zu dem Werte a; von y gehören n, Stellen des Körpers K.. 
Zu einer von diesen gehört ®%,, etwa zu p,. Es sei dann dw,, ein Differential dritter Gat- 
tung aus Ä,, das an den beiden Stellen p, und nur an diesen von der ersten Ordnung 
unendlich wird. Dann wird w,, als einfaches Integral des Körpers K längs ®, und ®, 
und nur längs dieser Kurven logarithmisch unendlich. Daraus ergibt sich, daß man von 
den Kurven dieser Art nur eine zu den €; hinzuzufügen braucht, und daß s nur um 1 
zu vergrößern ist, wenn der angegebene Satz auch unter Berücksichtigung dieser Kurven 
gelten soll. 

Es sei jetzt d; ein Ausnahmewert von y. Von den Primkurven, die im Zähler von 
y— b; enthalten sind, wird ı. a. ein Teil unter die €; aufgenommen werden müssen, auf 
jeden Fall die Punktprimteiler. Denn ein einfaches Integral, das nur längs Punktprim- 
teilern unendlich oder auch logarithmisch unendlich würde, kann es nicht geben (A, II, 
Nr.5). Die Zahl der aufzunehmenden sei o;. In nicht gar zu singulären Fällen ist übrigens 
o; gleich der Zahl der im Zähler von y — b; enthaltenen Punktprimteiler. Es sei nämlich 
im Körper K, der Zähler m; von y — b; von der Form 

(28) m; = at ara; 
es liege also bei y = b; ein aı-, ein as- und schließlich ein a,-blättriger Verzweigungs- 
punkt. Dann hat der Zähler WM; von y— b; in K die Form 

(29) M = MM - MR, 
wo U, zu a; gehört und wo ® ein Divisor ist, der nur Punktprimteiler enthält. Es sei 
v ein Integral aus Äg, das in a; und in pı und nur in diesen Stellen logarithmisch unend- 
lich wird, wo pı der oben benutzte Primteiler ist. In X ist v ein einfaches Integral, das 
nur längs ®ı, X; und vielleicht noch längs Punktprimteilern logarithmisch unendlich 
wird. Sind daher die A; Primkurven, so sind nur die in ® enthaltenen Punktprimteiler 
zu den @; hinzuzufügen, soweit die im Zähler von y — b; enthaltenen Primteiler in Frage 
kommen. 

Setzen wir 


N 
(30) o=8$+r PL +2, 
(= 1 


so haben wir danach folgenden Satz von Picard, (PS, II, 241): 

Es gibt im Körper K o Primteiler ®ı, Ba, . - :, B,, so daß es kein zu Ä gehöriges 
einfaches Integral dritter Gattung gibt, das nur längs dieser oder eines Teils dieser Kurven 
logarithmisch unendlich würde. Ist aber € irgendein von den ®; verschiedener Prim- 
teiler, so existiert immer ein einfaches Integral, das längs € und längs aller oder eines 
Teils der Primteiler ®; logarithmisch unendlich wird. 
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4. Residuensatz. 

Es sei dw ein totales Differential dritter Gattung, das an den Kurven Q,, 63, ...,C, 
und nur an diesen die von Null verschiedenen Residuen aı, @s,...,a, hat. Ferner sei 
T irgendeine Primkurve, die zunächst von den €; verschieden sei. Es sei S eine Stelle, 
wo ® eine oder mehrere der &; trifft. ®(u, v) und @;(u, v) seien die zugeordneten Funk- 
tionen von ® und ® ‚für die Stelle $. Die Gleichung ®(u, v) = 0 habe, vielleicht unter 


anderen, die Lösung v = v,. Die Entwicklung von v, nach steigenden Potenzen von u 
1 


schreite nach ganzen Potenzen von uA fort. Es sei 
vi 

(31) (u, vı) =u? e(u), 
wo e(u) eine Einheit für u = O ist. Der durch v = v, definierte Primteiler des Körpers ® 
heiße a. Dann ist wegen (31) ain dem Divisior, in den @; für B = 0 übergeht, in der Po- 
tenz y, enthalten. Oder auch: v = v, liefert den Beitrag y, zur Zahl (G,, ®) der Schnitt- 
punkte von @; mit ®. 

In der Umgebung von $ ist 


dw = > a; dlog E;(u, v) +dG(u, v), 
i==i1 


wo & eine gewöhnliche Potenzreihe von u, v oder der Quotient zweier ist. Wegen (31) 
ist daher im Körper ®B in der Umgebung von a 


du = PX v;@; fe + dG (u), 
wo G(u) eine Potenzreihe von u ist, die höchstens eine endliche Zahl von negativen Po- 
tenzen enthält. Da u an der Stelle a von der Ordnung 4 verschwindet, so ist 2’ a, das 
Residuum von dw für ®B = 0, d.h. als eines Differentials des Körpers ®. Da für alle 
anderen Stellen von ®, wo ® von einer der Kurven €; geschnitten wird, dasselbe gilt, 


so ergibt sich, da die Summe aller Residuen gleich Null sein muß, 
(32) a(6ı, P) + al, P) + +0, P)=0. 
Es seı 
= BP Be 
ein Divisor, der nicht ganz zu sein braucht, dessen Primteiler ®; aber zunächst von den 
Kurven 6, verschieden seien; dann ist nach dem eben Bewiesenen 


a,(&, Bi) +a(l, PB) ++, Bi) = 0. 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit x; und summieren über i, so finden wir, daß (32) 
auch besteht, wenn wir ® durch einen Divisor DO ersetzen, der keine der Kurven @; ent- 
hält. Es ist aber schließlich leicht zu sehen, daß in O auch die @,; vorkommen dürfen. 
Ist das nämlich der Fall, so gibt es immer einen zu Q äquivalenten Divisor D©, der zu 
den @; teilerfremd ist. Es gilt dann (32), wenn man ‘PB durch © ersetzt, also auch, wenn 
man statt B den nun beliebigen Divisor Q, einführt, da (6, ©) = (E, &), wenn O WU. 
Also gilt: 

Es sei dw ein zum Körper K gehöriges totales Differential dritter Gattung, das an 
den Primkurven @,i=1,2,...,», von Null verschiedene Residuen a; hat, und es 
sei O irgendein Divisor. Dann ist 

(33) (6,9) +a(&,89)-+4(,0)=0. 


Im besonderen gelten also die Gleichungen 














‚na 


a a Be Buzand 























Jung, Algebraische Funktionen von zwei Veränderlichen. 


(34) aı (&,, G;) + ag (&;, 6;) Jerre a,(6,, C;) - 0, 
(km=1,2,....,9) 
so daß die Determinante | (€;, &,) | gleich Null ist. 


Hierzu vergleiche man: F. Severi, Sulle totalıtä delle curve algebriche tracciate 
sopra una superficie algebrica, Math. Ann. 62 (1906), S. 194, und PS, II, 497. 


V. Die Zahl der linear unabhängigen Doppeldifferentiale zweiter Gattung. 


4. Berücksichtigung der Ausnahmewerie von y. 
Nach III, Nr.4 und dem Schluß von IV, Nr.1 gibt es 


N N 
(5) °—s=3%4(N—A) +2 (2 —p;) — 2 >’ 7, + = K—S 
=1 1 


Funktionen der Form tR, die in dem Sinne linear unabhängig sind, daß keine lineare 
Kombination von ihnen sich in der Form 0G/öy — 0H/6x darstellen läßt. Aber diese 
Funktionen müssen noch den in III, Nr. 4 angegebenen Bedingungen 2 und 3 genügen, 
wenn sie Integranden zweiter Gattung sein sollen. 

Es sei d; einer der N Ausnahmewerte von y. Dann muß einmal das Residuum von 
(t R dx) dy für y = b, das Differential einer algebraischen Funktion von & sein. Ferner 
ergeben sich Bedingungen für die i; durch die Berücksichtigung der im Zähler von y— b; 
enthaltenen Punktprimteiler. Die Zahl der sich ergebenden Bedingungen sei 9. Wir 
nehmen im folgenden an, daß sie erfüllt sind. 

2. Der Wert y= =. 

Schließlich muß noch die Bedingung erfüllt sein, daß das Residuum von (t R dx) dy 
für y= o das Differential einer Funktion aus Ä(&) ist. Ist adx dies Residuum, so 
ist notwendig und hinreichend, daß das Integral fa dx, erstreckt über einen geschlossenen 
Weg in der Riemannschen Fläche R(»), immer Null ist. Da aber & ein regulärer Wert 
von y ist, so ist adx von der zweiten Gattung und es genügt daher, wenn fadx, er- 
streckt über jeden Periodenkreis, verschwindet. Solcher gibt es 2g linear unabhängige. 
Diese zerfallen in r = 2(” — p,) invariante und in h=29—r variante. (B, Nr. 11.) 

Ist k ein invarianter Kreis und w(y) die zu ihm gehörende Periode von [t Rd«, 
so ergibt sich nach dem Schluß von II, Nr. 1, daß das Differential &(y)dy für y= © 
kein Residuum haben darf. Da sich aber iR für endliches y überall schon wie ein Integrand 
zweiter Gattung verhält, so hat w(y)dy für endliches y nirgends ein Residuum und 
also von selbst keins für y= », da o eine rationale Funktion von y ist. Es sind daher 
nur noch A = 29 — 2r7 + 2p, Bedingungen zu erfüllen, die ausdrücken, daß die über 
die A varianten Kreise erstreckten Integrale fa dx verschwinden. Diese Bedingungen 
sind linear unabhängig, wie sich hier genau so beweisen läßt wie bei Picard und Simart. 
(PS, II, 405.) 

3. Vorläufige Formel für o,. 

Fassen wir zusammen, so haben wir für die Zahl o, der linear unabhängigen Doppel- 
differentiale zweiter Gattung den Wert 


N 
(36) G=0—s— 24 — (2g— 274 2pe). 
Setzen wir 

N 
(37) 29 — = 232g + — ss — 0, zı=d, 


so folgt aus (30), (35), (36) 
(38) 0=d—4gtp)+sn—e+2 








56 Jung, Algebraische Funktionen von zwei Veränderlichen. 


Bei der Herleitung von (38) ist angenommen, daß die AN Zahlen n,, &, 9;, o, 
voneinander unabhängig sind. Darauf müssen wir noch etwas eingehen. Je N mit dem- 
selben Buchstaben bezeichnete dieser Zahlen sind von den andern 3 N unabhängig, da 
sie sich auf etwas anderes beziehen. 

Die »ı sind von einander unabhängig, wie sich aus ihrer Definition ohne weiteres 
ergibt. Die Zahl e; gibt an, wieviele Bedingungen die Funktionen der Matrix g des Ab- 
schnittes III in der Umgebung von y = b; erfüllen müssen, und zwar handelt es sich um 
lineare Gleichungen für die Koeffizienten der Reihenentwicklung von g nach Potenzen 
von y—b;. Da wir aber den Grad der in g enthaltenen Funktionen beliebig groß wählen 
dürfen, so sind die N Zahlen &; voneinander unabhängig. Denn man kann immer eine 
rationale Matrix von % bestimmen, bei der die Reihenentwicklungen an irgend N be- 
liebigen endlichen Stellen 5; bis zu Gliedern beliebiger Ordnung vorgeschrieben sind. 
Das sehen wir folgendermaßen. Es sei g die gesuchte Matrix. Die vorgeschriebenen 
ersten Glieder der Reihenentwicklung von g nach Potenzen von y—b; seien mit 
r; bezeichnet. Die Differenz zwischen dem größten und dem kleinsten Exponenten von 
y—b; ın r; sei 4; —4. Wir setzen 


I) = Wu" Wb)" WI)”, Ky) = 
und es sei die ganze rationale Funktion f; so bestimmt, daß 
kf=1 {mod y— 5)"}. 


Man findet f; z.B. dadurch, daß man 1/f; nach Potenzen von y— b; entwickelt. Es 
ist dann 


/(y) 
(y— bi) 





RR 
Ka zrhh 


eine Matrix mit den verlangten Eigenschaften. 

Für die 9; gilt dasselbe wie für die e. An die Stelle der Matrix g tritt die Matrix 
t, die den Integranden iR bestimmt. 

Dagegen ist es nicht so leicht einzusehen, daß die o; voneinander unabhängig sind. 
Wir wollen daher die Definition der o; in folgender Weise verstehen. Es soll o; die Zahl 
derjenigen im Zähler von y — b; enthaltenen Primteiler bedeuten, die unter die o Kurven 
PB; in IV, Nr.3 aufgenommen werden müssen, wenn schon aus den Zählern von 
y—bi, Y—by::., Y— bk-ı die notwendigen Primteiler zu den ®; hinzugefügt sind. 

4. Ein Spezialfall. 

Wir wollen für einen nicht gar zu singulären Fall das zu einem Ausnahmewerte b; 
gehörende ö, berechnen. Ist b irgendeine Konstante, so ist der Zähler von y — b das Pro- 
dukt von n, Divisoren, die i.a. Primteiler und voneinander verschieden sind. Sie sind 
eineindeutig den Stellen des Körpers X, zugeordnet und bilden ein Büschel <W) des Ge- 
schlechtes p, von Kurven vom Geschlechte g’. Die Kurven X haben noch die Besonderheit, 
daß sie sich gegenseitig nicht schneiden. (C, I, Nr. 8.) 

Es sei im Körper K, der Zähler m; von y—b;, von der Form (vgl. (28)), 

(39) m = aa, 
wo die a, voneinander verschiedene Primteiler sein sollen. Bezeichnen wir den Beitrag 
von b; zur Verzweigungszahl w von K, in bezug auf y mit w;, und bedenken wir, daß die 
Ordnung von m; gleich n, ist, so haben wir 


r r 
(40) zo = Niy, w; =. (&% ass 1) = N, —T. 
i= = 


Dem Primteiler a, entspreche die Kurve X; des Büschels <W), so daß der Zähler M; von 
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y—b; in K die Gestalt hat 

(41) M; = U U - - - Ur. 
Die Kurven U; können zerfallen, aber sie sind teilerfremd. Hätten nämlich etwa U, und 
A, den Primteiler ® gemeinsam, so würde für ® = 0 der Körper K, sowohl in a, wie in 
a, übergehen, was unmöglich ist. Hieraus ergibt sich: Verstehen wir allgemein unter O’ 


den Divisor, der dieselben Primteiler enthält wie der ganze Divisor Q, aber jeden nur 
in der ersten Potenz, so ist 

(42) Mi = UNE - U. 

Wir machen jetzt folgende besondere Annahmen. Erstens sei die zu y = b; ge- 
hörende Zahl & (III, Nr. 2) gleich 1, so daß 4 = = ist. Zweitens seien die W; Prim- 
teiler und es habe jedes W; höchstens einen mehrfachen Punkt. Keine der Kurven NW; 
ist dann ein Punktprimteiler, weil sonst (2, 9) = 0 wäre, während doch (2, U.) = n/n, 
ist. Es ist daher ; = 0 und nach (37) haben wir 

(43) = — di, 
wo 9; die Zahl der Bedingungen dafür ist, daß das Residuum von (tR dx) dy für y= b; 
das Differential einer algebraischen Funktion von x ist, und zwar einer Funktion des 
Körpers M;.. Dies Residuum sei adr. Zunächst müssen die zyklischen Perioden von 
fa dx in U; verschwinden, was 2r(W,) Bedingungen ergibt, wenn wir allgemein das Ge- 
schlecht eines Primteilers ® mit rn(®) bezeichnen. Es habe ferner W; den mehrfachen 
Punkt 5, durch den » Zweige gehen mögen. Jedem dieser Zweige entspricht eine in $ 
liegende Stelle von %;, und an jeder dieser Stellen wird a dx als Differential des Körpers 
A; unendlich, wie wir gleich zeigen werden, und hat dort i.a. ein Residuum. Diese » 
Residuen müssen auch verschwinden, da ja [adx auch keine logarithmischen Perioden 
haben darf. Das ergibt » — 1 Bedingungen, und zwar nur v» — 1, weil die Summe dieser 
Residuen von selbst Null ist. Das letzte ist übrigens der Fall, ganz unabhängig davon, 
ob X; noch weitere mehrfache Punkte hat oder nicht, worauf hier aber nicht weiter ein- 
gegangen werden soll. 

Wir haben daher: Bezeichnen wir allgemein für einen ganzen Divisor O ohne mehr- 
fachen Primteiler mit u(QD) die Differenz der Zahl der durch die mehrfachen Punkte von 
DO gehenden Zweige von DO und der Zahl dieser Punkte, so ist 


9 = Z{2U) + uU) 
und wegen (43) 


(44) ,=% — 3 (27) + ul )}. 


Es ist noch zu zeigen, daß adx als zum Körper W; gehöriges Differential an den 
mehrfachen Stellen von X; unendlich wird. Eine derartige Stelle sei $. Es bedeute 
A = Nı(u,v) auch die zugeordnete Funktion von A; für $. Da es auf Einheiten als 
Faktor nicht ankommt, so können wir annehmen, daß in der Umgebung von S 


(45) aa b; — Urt (u, v), 3 — WET (m, v) 30 ’ 
wo 8 der Verzweigungsdivisor in bezug auf x, y sein soll. 
Es habe iR die Form 7/(y—b;), wo T nicht unendlich werden soll für y=b; 


also auch nicht für A, = 0. Die Funktionen R, der Matrix R haben wir so gewählt, daß 
sie im endlichen nur den Nenner $ haben. Daher hat 7 die Form 
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wo X in bezug auf x ganz ist und daher auch in der Umgebung von 5. Wegen (45) ist in 
der Umgebung von S 


Tu, v) 
46 T = a7 
(46) B, 
wo {(u, v) eine gewöhnliche Potenzreihe von u, v ist, und zwar i.a. eine Einheit. 
Da für % = 0 auch y„—b; = 0 und dy = 0 ist, so ist bei $ 
> 02, _jOxoy Oxoy\ du _ Bdu 

u "dar? a E v | Oylov Oylav 

oder wegen (45) 





3. du 
7 x = 
(47) dx U 00 
Es entsteht aber das Residuum adx aus 7Tdx für WU = 0. Daher folgt aus (46) 
und (47) 


T du 
adı = {T dr)-o = 05 0U/0v ’ 


woraus sich die Behauptung ergibt. 


Wir formen den für ö; gefundenen Wert (44) noch um. Zunächst definieren wir für 


einen ganzen Divisor Q, der aus s voneinander verschiedenen Primteilern ®; besteht, 
das algebraische Geschlecht z(O) durch 


(48) (8) —1 = ER) tt 
Dann ist 
(49) 1) 1) 


Es sei ferner b, ein regulärer Wert von y. Es zerfällt dann der Zähler M, von y — b, in 
n, Primteiler des Geschlechtes g’. Bedenken wir, daß g als Zahl der linear unabhängigen 
Differentiale erster Gattung des Körpers M, gleich n,g’ ist, so folgt, wenn wir noch z(M,) 
mit 7 bezeichnen, 


(50) —1=rM)—i=nl’—1)=g—n. 


| Da die U, in (41) teilerfremd sind und einander nicht trefien, so gilt dasselbe von 
den X; in (42). Daher können mehrfache Stellen des Divisiors M/ nur mehrfache Stellen 


der Faktoren %; sein und nicht Punkte, in denen sich zwei der Faktoren %; treffen, 
so daß 


(51) MR) = na). 


Beachten wir noch, daß in unserem besonderen Fall die A; Primteiler sind, so daß 
Wr = Ar, so folgt aus (40), (44), (50), (51) 


=2g — 2 {22(%) — 2} — 2 u(W)—2r = 2 — 2 — {227,(M)—2 + u(M)} -+ 2wı. 


Wir setzen noch 


(52) (Mi) = 2 — 2 — {27(M) — 2 + u(M)} 
und haben dann 
(53) 6: = (Mi) + 2w;. 


Dieser Wert für ö, erinnert an die Zeuthen-Segresche Invariante. 
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5. Die Zeuthen-Segresche Invariante und die endgültige Formel für o,. 

Wir berechnen die Zeuthen-Segresche Invariante Z mit Hilfe des Kurvenbüschels 
y = konst oder <M). Siehe etwa H. W. E. Jung, Algebraische Flächen, Hannover (1925), 
Kap. VI, besonders Formel (8) auf Seite 313. Da die Kurven der Schar (M) keine festen 
Schnittpunkte haben, so ist für irgendeine Kurve M der Schar zu setzen 

(54) HKM) = 2. — 2 — {2,M)— 2 + uM')), 
wo 7a durch (50) gegeben ist. Verstehen wir dann unter ö, die über alle M der Schar 
erstreckte Summe der d(M), so ist 

(56) Z=, — u =. —i + An, —A. 

Da nur die Zähler M; der N Differenzen y„— b; einen Beitrag zu d, = ZI(M) 
liefern, so folgt durch Vergleich von (53) mit (54) 


N 
(57) ö = 26 = 6, + ?2w, 
also nach (56) 
i w i 
(58) z=5—4—4(5 —n,+1)=0—4g+p)). 
In Verbindung mit (38) ergibt sich so die endgültige Formel von Picard, PS, II, 408, 
(59) o=Z—o+4n +2. 


Diese Formel ist zunächst nur unter der Voraussetzung einfacher Verhältnisse bewiesen. 
Es sind aber 0, und x Invarianten des Körpers Ä. Ferner ist zwar weder Z noch o invariant, 
wohl aber ihre Differenz. Gehen nämlich bei einer birationalen Transformation & Prim- 
teiler erster in solche zweiter Art über und umgekehrt $8 Primteiler zweiter in solche erster 
Art, so ändert sich seiner Bedeutung nach o um 8 — x und um dieselbe Größe nimmt Z zu. 
Kann man also in Ä ein Kurvenbüschel <&) ohne feste Schnittpunkte finden, dessen ein- 
zelne Kurven keine anderen Singularıtäten haben als wir sie bei den Kurven des Büschels 
(My in Nr. 4 vorausgesetzt haben, so kann man als neue Veränderliche y den Quotienten 
zweier Kurven des Büschels <&) wählen. Und es gilt dann die Formel (59). Daß ein 
Kurvenbüschel der gewünschten Einfachheit immer zu finden ist, bleibt freilich zu be- 
weisen. Darauf will ich hier nicht eingehen. Das Büschel braucht übrigens nicht die in 
Nr. 4 angenommene Einfachheit zu haben. Man kann auch noch beweisen, daß die 
Formel (59) besteht, wenn die den Körper Ä definierende Fläche isolierte singuläre 
Punkte ohne Besonderheiten hat. 

Ist ($) die kanonische Klasse von A, so ist Z+ (8,8) = 12p, +8, wo p, das 
arithmetische Geschlecht von Ä ist. Daher hat man auch statt (59) 


(60) 0 = 1Up, +1) + a V-[ERM) +0} +2. 


6. Über die Zeuthen-Segresche Invariante. 

Es sei noch gezeigt, welche Gestalt die Definition der Zeuthen-Segreschen Invariante 
Z annimmt, wenn man nicht das Kurvenbüschel <M) benutzt, sondern das Büschel (N) 
der Kurven, in die die Kurven von (M) zerfallen. 

Setzen wir analog zu (54) 


(61) HA) = 3’ — 2 - (WU) — 2 + ulM)), 
so folgt aus (40) und (49) bis (52) 
(62) KM) = FU) + lg — 1). 


k=1 
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Wir bezeichnen die Summe aller ö(W) mit ö*. Von Null verschieden sind aber höchstens 
die ö(W), wo Yin einer der N Kurven WM; enthalten ist. Daher folgt aus (62) durch Sum- 
mation 


ö, = 6* + 2w(g’ —1). 
Wegen (56) und, da g = n.g', folgt hieraus 


(63) Z= 5% +41 (2m) —4= 8 + m 1) —4, 


eine lange bekannte Formel, wenn sie auch noch nicht unter so allgemeinen Voraus- 
setzungen wie hier bewiesen ist. 


Halle, im Dezember 1931. 





Eingegangen 16. Januar 1932 
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ens 
IM- 
| Ein Beweis der Transzendenz 
s» E der P-adischen Exponentialfunktion. 


Von Kurt Mahler in Göttingen. 





In dieser Note wird gezeigt, daß die P-adische Exponentialfunktion 
z „2 
ee —=-1-+ + m + a 
die bekanntlich für alle durch P bzw. für P =2 durch P? teilbaren P-adischen Zahlen 
existiert, an jeder algebraischen P-adischen Stelle z + 0 im Existenzgebiet eine trans- 
zendente P-adische Zahl darstellt. 

Das Beweisverfahren stützt sich auf einige Eigenschaften von &, die durch die 
Sonderheiten des P-adischen Zahlkörpers und seine nichtarchimedische Bewertung be- 
dingt sind. Eine einfache formale Übertragung der klassischen Transzendenzbeweise für 
die gewöhnliche Exponentialfunktion ist anscheinend nicht möglich, da die P-adische 
Funktion nur noch eine beschränkt konvergente Reihe hat. 

1. Sei o eine feste, m eine über alle Grenzen wachsende natürliche Zahl. Setzt man 











ım ei dz im 1 ed 
Az )- Zi R(z 0 Ari m Be 
Rt Ike > A 6 —h) 





wobei C, einen sehr kleinen, C„ einen sehr großen Kreis um den Nullpunkt mit positivem 
Richtungssinn bedeutet, so besteht die Identität 


Z4( .)@=R( .) 


Die Ausdrücke Arlz' ey, sind Polynome in z vom Grad o— 1; man hat für sie die ab- 


brechenden Potenzreihen 


mit den Koeffizienten 





une] en ei 


l Der Charakter dieser Koeffizienten kann auf einfache Weise untersucht werden !); es 
| zeigt sich, daß die Größen 


Anl") =: n!e D8 (eo 4 ıP(") 


a) Siehe $, 138 meiner Arbeit „Zur Approximation der Exponentialfunktion und des Logarithmus, II", 
Journal f. d. r. u. ang. Mathematik 166 (1932). 
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ganz rational sind und daß gleichmäßig in den Indizes k, !, o für großes m die Ungleichung 
Aa) < 80)" 
besteht. Dabei bedeutet 
Da ={1,2,...,m} 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 1,2,..., m. 
Wir führen noch die Abkürzungen 


F(z, w 2, 33 ap") ur, 


(25) = mi" Date! R(z|',) 


ein; alsdann besteht die Identität 


Flse|®) ="). 


2. Von jetzt ab gehen wir zum Körper der P-adischen Zahlen K über, wobei P eine 
feste Primzahl bedeutet. Den P-adischen Wert einer Zahl x aus K bezeichnen wir mit 
x!» zum Unterschied vom gewöhnlichen Absolutbetrag. Eine P-adische Zahl & heiße 
wie üblich algebraisch, wenn es ein irreduzibles Polynom 

ak) = tGr° + +0 
mit ganzen rationalen Koeffizienten und mindestens vom ersten Grad gibt, dessen Null- 
stelle x ist; gibt es kein solches Polynom, so heiße & transzendent. 

Seien z und w zwei algebraische P-adische Zahlen. Dann gibt es einen kleinsten 
algebraischen Körper über dem Körper R der rationalen Zahlen, in dem gleichzeitig z und 
w liegen. Er heiße R(s), sei vom Grad n über R und werde etwa durch die ganze alge- 
braische P-adische Zahl s erzeugt. In s lassen sich z und w ausdrücken in der Gestalt 


F _HtUSs+t tms! 
A, j 
bH+bs+t::: + dust! 
w = 5, ; 
wobei a, & 0 und b„, #0 und die Zahlen a, @y, - - -; An, Dog di, - » „, d„ ganz rational sind. 
Sei zur Abkürzung 








a = max (\@o |, a); 2 ||), b = max (Idol, ‚bi; .»nm |dn!)- 
Offenbar läßt sich die ganze P-adische Zahl 


ım 1 ım 
Gs ,) un Flzw 
'@ 'e 
als ein Polynom in s mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad 


(rn —1)(m +e—1) 
darstellen. Wird bei festem oe der Index m genügend groß gewählt, so ist nach 1 aber 


| | 
all) m | m 


und AP) ganz rational. Offenbar erhält man die Majorante 


m o—1 


6(s .)* Bra > 2 u EL nn 


Jetzt ist 
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m 
PAn 45. EB + + - - - + sn" 
—=0 
e—1 
PA, 4 $ r o.. E= a1)? < (2 2 S 1. + -+- m-ı1yemi 
=0 
m 0o—1 
also — (i+s+:-..+ gn—ıyetl < (2 +5 +... + say" a 
k=0 l=0 
< (in +1" +++... 4 RED), 


und damit haben wir folgende Majorante erhalten: 
G(s ei < (3e)" a? "'#" (n 4. yr (1 + s + a + rm l ng ° 


Genüge nun s der irreduziblen Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten 


es) En ts +: +," =0. 
Nach Annahme darf g, = 1 vorausgesetzt werden; sei ferner 


g = max (||, |81!»- +» |&n|)- 
Wird das Polynom Ge 2) durch g(x) dividiert, so erhält man 


| 7) = (em) un + ale”) 


wobei Hz 5) in x höchstens vom Grad (n—A1)(m +0o—1)—.n, H*(x n hierin 
höchstens vom Grad n — 1 ist und beide Polynome ganze rationale Koeffizienten haben. 
Sei insbesondere 
H*(z 7) -H,+Hı2 +: + Ha, H = max (!H,|,|Ay,.. | Hua): 
nach einem einfachen Hilfssatz ist ?) 
ET u u 7 ee 
Wegen g(s) = 0 besteht offenbar die Gleichung 


rl). 


Es ist also zulässig, statt G(s | e weiter die Zahlen H*(s n: zu betrachten. Dabei 
wollen wir diejenigen hiervon unbeachtet lassen, die etwa verschwinden sollten. 


| 

Da die Zahl H*(s ) also ungleich Null ist, so können die Koeffizienten dieses 
Polynoms in s nicht alle verschwinden. Das Polynom g(z) ist von höherem Grad in x 
als H*( Pa und irreduzibel, daher hierzu teilerfremd. Die Resultante dieser beiden 


Polynome 


50 

D=|!’ 50 5 ° ' "Bm 
v7 u RR 
| We 


2) Siehe Hilfssatz 1 meiner Arbeit „Zur Approximation algebraischer Zahlen, I“, die demnächst in 
den Math. Annalen erscheint. 
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ist folglich eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl; man erhält für sie leicht 
die obere Schranke 


|D| < (2r — 1)1 8°” (36) a" 9" (n + HT RT", 
Jetzt gibt es aber nach bekannten Sätzen über Elimination zwei Polynome y(x) und H(x) 
mit ganzen rationalen Koeffizienten, so daß identisch 


y(a) gt) + He) H*(a %) = D 


(u D 
a*(s|) As)‘ 

Auf der rechten Seite ist der Zähler eine nichtverschwindende ganze rationale Zahl, so daß 
- — n—-ı, 71 mo _0—1 ,m m+o— n—1) (m+e—2)) "" 
ID, 2 1DI" > (On — 118") ((8e)"* ad” (m + 1" (AR R) 

ist. Im Nenner steht ein Polynom in der ganzen P-adischen Zahl s mit ganzen rationalen 

Koeffizienten; da der Nenner nicht Null sein kann, ist also 

ea 
| H(s) p 
Damit sind wir zu folgender Abschätzung gekommen: 


(m | m\ | 
c( 0) "ze H(s e)), 
> ((2n —4)! ey? ((3e)” ae! p" (n + gr (2g)"» (m+e-2) j 
Die rechte Seite kann noch auf eine etwas bequemere Gestalt gebracht werden. Offenbar 


ist für jede genügend große feste natürliche Zahl o und für über alle Grenzen wachsende 
natürliche Zahlen m 


(2n — 1)!g n—1 a‘? 1)n gr (n + yrte-Dm (2g)» m+e- 2)n 76 Er 


Es folgt daraus 
Hilfssatz 1: Wird 02 9, (2, w) und mm, (2, w, 0) angenommen, so ver- 


st, folglich für x =s 


mi. 


schwindet entweder (s , oder ist eine von Null verschiedene ganze P-adische Zahl mit 


6(s n > (key, 
3. Von jetzt ab nehmen wir an, daß o die Gestalt 





o=P’+1 
hat, wobei r eine ganze rationale nichtnegative Zahl bedeutet. Ist dann 
= yY(P+1), 
so besteht nach dem kleinen Fermatschen Satz die Kongruenz 
P’ =4(o). 
Setzt man 
r+uP 
m +1 — - 3 , 
P+1 


wobei auch u eine nichtnegative ganze rationale Zahl bedeutet, so ist offenbar die Zahl 
(m +1)o — 1 = P'+" 
eine reine Potenz von P. 
Es soll eine obere Schranke für den P-adischen Wert der Zahl 
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abgeleitet werden; dabei wollen wir aber annehmen, daß z nicht verschwindet und die 
Ungleichung 
0</s,=P"’sp” 


erfüllt. 
Nach 1 ist 


R(z )=3 BER... ER 


Entwickelt man den Integranden in der Umgebung des unendlich fernen Punktes in eine 
Laurentreihe und wendet alsdann den Residuensatz an, indem man C, auf den Punkt 
3 = » zusammenzieht, so erhält man die Potenzreihe 








IN zu t1e—1 u. (92° 
RE) = Imre + m4 de * ImFDelm Fer) 





L 622° .) 
" (m FIye) (m Fe Fi)(m her)" 


wobei Cj, Ca, C3,... gewisse ganze rationale Zahlen bedeuten. Hieraus folgt 


3a . m! Dm(@ 1)! an re EL >) 





-— 


mit der Alktrsung 





ım Cı2 (22? 
Liz | — 1 Eid Se 5 
Ey) tm tmrTWünrmern * 
Nach bekannten Sätzen ist für jede nichtnegative ganze rationale Zahl 4 


nltlalt >), 


Int, = p(lel 








Wegen 
(m +1)oe—1= prter 


folgt hieraus erstens die Gleichung 


prtnemi gprtuet PER (miDe-s 
(m +1)e—A)!|,=P (prtug—1 y pr+ug HD 7, a 
Zweitens ist für jede nichtnegative ganze rationale Zahl A 
_ (rer, (m net 1 | u 
I((m +41)e+h—1)!|,=P 


mtlett- 1 ‚mtnerd— Fi _(m+l)e+h—1 
pC „ih ) - pP P—1 


u 


und daher für >21 wegen P 22 
| a2» | 


(m + Te) (m + Ne +1). (m+ Ne Fh—N)), 


(m+l)o+h—1_ (m+De-2_,, j 
<p P-ı P—1 = pri _ pt! <p*+<1. 





In der Potenzreihe 


> Re (92° 
(2 # ... (m -+ 1)o ? ((m + 1)o) (m +1)o + ij)” 
streben also die Summanden gegen Null; alle von ihnen außer dem ersten haben einen 
P-adischen Wert kleiner als eins. Daraus folgt 


| “ m | 2 ım SE N o—1 ;m mtl r PER " 
r(z ee Sc und RIG ")|,- mt Die — 1)lan bu (im + 12-131, #0, 
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wegen 
0 <|Dilo—A)laf e-1 Bi, 51, 


m!! 





also 0< | ırG|” zim ei 


Wendet man noch einmal die a für den P-adischen Wert der Fakultäten an, so 
erhält man 





mi. = EHEN) 2) 


also 
(m+1)e—2 m log m = m 
rem. ® ar Telnet) _ prai tea te 
| —1)!p 
und damit schließlich die Abschätzung 


logm 
0 < iR (z BR < pr- r tejap te Es 
Ihr entnimmt man bei festem o für genügend großes m den 


Hilfssatz 2: Sind die beiden natürlichen Zahlen o und m von der speziellen Gestalt 


prtw +4 
Pr +1 
und ist 0 > 01(2),m Z my(2, 0), |2|p =P”’ müt f23, so ist 
me me 
| =j2jf. 

















oe=P'’+1, m+i= 


m 
0< | R(z | 2) 
4. Lehrsatz: /st £ eine P-adische Zahl mit 
0</jil,<} fü P=2, 0<löl,<1 für Pz3, 
so ist höchstens eine der beiden Zahlen & und e* algebraisch. 
Beweis: Es genügt offenbar zu zeigen, daß für eine beliebige natürliche Zahl n die 
beiden Zahlen Z und e nicht gleichzeitig in einem algebraischen Zahlkörper n-ten Grades 


liegen können. 
Wir bestimmen eine natürliche Zahl A, so daß 


P’ < (4e)”°* 
ist, und setzen 
z= Pf. 
Liegen dann Z£ und e in einem algebraischen Zahlkörper n-ten Grades, so offenbar auch 
zund = w. Jetzt besteht die Identität 


N) -RCe). 


wo s zu z und w nach 2 bestimmt ist. Auf der rechten Seite ist nach Hilfssatz 2 für un- 
endlich viele Paare o, m beliebig großer NAENEREDER Zahlen 


moi 
0< Re eo; <|z|2 <P? < (ke), 
Die linke Seite kann für diese Paare also auch nicht verschwinden; nach Hilfssatz 1 ist daher 
| | ım\| — -mne 
gs 0), 2 (ie) 
und damit sind wir zu dem gewünschten Widerspruch gelangt. 


Göttingen, 1. 2. 1932. 


Eingegangen 6. Februar 1932. 
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